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Relations binaires

1 Généralités

Réflexivité Vr € F,xz%x

Symétrie  Vx,y € E, 2%y = y#x
Antisymétrie:Vz,y € F, (x Ry et y#z) =
Transitivité :Vz,y, z € E, (zZy et yZx)

2 Relation d’équivalence

Définition

Z est une relation d’équivalence si:
o Z réflexive
o Z# symétrique
e Z transitive

Définition
La classe d’équivalence de 1’élément a est ’ensemble :

€(a) ={x € E,x%a}
E;% l'ensemble des classes d’équivalence.
Propriétés :

o ¢(a) = €(b) & ab

e Les classes d’équivalence forment une partition de E.

3 Relation d’ordre

Définition

% définie sur E est une relation d’ordre si:
o Z est réflexive.
e Z est antisymétrique.
e Z est transitive.

Définition
On dit que l'ordre est total si V(z,y) € E?,(z <y ouy < x).

Soit (F, <) un ensemble ordonné. Soit A C FE.

Définitions
Soit M € E.

e On dit que M est un majorant de A si Va € A,a < M.
9
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On dit que m est un minorant de A si Va € A, m < a.

Une partie A de E ayant au moins un majorant est majorée.

Une partie A de E ayant au moins un minorant est minorée.
e Une partie A de E ayant au moins un majorant et un minorant est bornée.

S’il existe un majorant de A apparenant a A, alors il est unique, on le nomme ’plus grand élément’
de A. On le note max(A).
S’il existe un minorant de A apparenant a A, alors il est unique, on le nomme ’plus petit élément’
de A. On le note min(A).
Si 'ensemble des majorants de A admet un 'ppe’; alors on le nomme borne supérieure de A: sup(A).
Si 'ensemble des minorants de A admet un 'pge’, alors on le nomme borne inférieure de A: inf(A).

10



Applications

1 Images

Définition
Soit A une partie de FE.

f(A) ={f(x),x e A} ={ye F,3r € A, f(z) = y}

Définition
Soit B une partie de F'.

Theoréme

f(AINA2) < f(A) N f(A)
f(Al U A2) = f(Al) U f(Az)
fTHAINA) = fH(A) N fF (A
fHAIUA4) = (A1) U fF1(Ay)

2 Bijection, surjection, injection
Soit f: E — F.
Définition

f est surjective si
Vye F,3x € E, f(z) =y

ou f(E)=F.
Définition

f est injective si
Va,a' € B,z # 1" = f(z) # f(z')

ouVz,r' € E, f(z) = f(a') =z =12".
Définition

f est bijective si
Vye F,Alz € E, f(z) =y

ou f est surjective et injective.
Theoreme

ELFr%a
e f injective et g injective = gof injective.
e f surjective et g surjective = gof surjective.
e f bijective et g bijective = gof bijective.
11



Structures usuelles

1 Une LCI

Définition
(E, ) est un monoide si:
e x est associative.
e [/ admet un élément neutre pour la loi .

Définition
(E,+) est un groupe si:
e (E,x*) est un monoide.
e Tout élément de F est symétrisable pour la loi .
Si de plus, * est commutative, alors on parlera de groupe commutatif ou abélien.

Définition
(E,+, %) est un anneau si:
e (E,+) est un groupe abélien (neutre: Og).
e (E,x*) est un monoide (neutre: 1g).
e lp#0p
e x distributive sur +.

Si * est commutative, on parlera d’anneau abélien.

Définition
(E,+, %) est un corps si:
e (E,+,x) est un anneau abélien.
e Tout élément de E \ {Og} admet un inverse (symétrique pour la loi x).

2 Une LCI et une LCE

Définition
(E,+,-) est un K-espace vectoriel avec K un corps si:
e (E,+) est un groupe abélien.
e Vo, e RVz,y € E:
ca-(z+y)=a-z+a-y
(a+p) z=a-z+p x
a-(f-2)=(af) =

e lp-z==zx

3 Deux LCI et une LCE

12



Définition
(E,+, *,-) est une K-algebre avec K un corps si:

e (E,+,) est une K-espace vectoriel.

e (E,+,x) est un anneau.

eVaoe K\Vr,yce E:a-(zxy)=(a-z)*xy=z*(a-y).
Si * est commutative, alors on parlera d’algebre commutative.

13



Groupes

1 Généralités

Définition
(G, %) est muni d’une structure de groupe si:
e x est une L.C.I
e x est associative
e x possede un élément neutre
e tout élément de G est symétrisable

Propriétés :
e Unicité du neutre et du symétrique.
e Tout élément est régulier.

2 Sous-groupes

Définition
Soit (G, *) un groupe d’élément neutre e.
H est un sous-groupe de G si:
e HCAQG,
e cc H,
e Vr,y € Hyxxy € H; H stable pour x,
e Vo € H,z ! € H; H stable par symétrisation.

Theoreme
Soit (G, *) un groupe, (H;);cr une famille de sous-groupes de G.
(Nicr est un sous-groupe de G.

3 Morphismes de groupes

Définition
Soient (G, *) et (H,+) des groupes et une application f : G — H.
f est un morhpisme de groupe si: Vz,y € G, f(z xy) = f(z) + f(y).

Définition
e Si f est bijective, alors f est un isomorphisme.
e Si H=G, alors f est un endomorphisme.
e Si f est un isomorphisme bijectif, alors f est un automorphisme.

14



Propriétés :
e f(lg) =1y
o fl@™h) =[f(@)]"
o Vp € Z, f(a?) = [f ()]

Theoréeme
Si f: G — H est un isomorphisme, alors f~! est un ismorphisme. On dit alors que G et H sont
isomorphes: G = H.

4 Image - Noyau

Définition
Soit f : G — H un morphisme de groupes.

Imf=f(G)={yeH el f(z)=y}={f(z),z€G}
ker f = f({1n}) ={z € G, f(z) = 1n}

Theoréeme
Im(f) est un sous-groupe de H. ker f est un sous-groupe de G.

Theoreme
e f surjective & Imf=H
e f injective & ker f = {1¢}

5 Transfert de structure

Theoreme
Soient (G, *) un groupe et f un morphisme surjectif de G dans H. (H,-) est un groupe.

6 Groupes monogenes, cycliques
Définition
Gr(a) = {d*,k € Z}

Theoreme
Le plus petit sous-groupe de G contenant a est Gr(a).

Définition
e Gr(a) est le sous-groupe de G engendré par a.
e (G est monogene s’il existe a € G tel que G = Gr(a), a est alors un générateur du groupe.
e (4 est cyclique s’il est monogene et fini.

15



e Si G est fini, 'ordre de a est Card Gr(a), sinon I'ordre est infini.
e Si GG est fini, 'ordre de G est Card GG, sinon l'ordre est infini.
e Soit A une partie de G, Gr(A) est le plus petit sous-groupe contenant A.

Theoréme
(Z,+) est un groupe monogene.

7 Groupe symétrique

Définition
Zy est Pensemble des bijections de {1, ... ,n} dans lui-méme.

Theoréme
(%, 0) est un goupe.
Card(#,) = nl.

Définition
S, est appelé le groupe symétrique d’ordre n.
Les éléments de ., se nomment les permutations.

Définition
Supp(o) ={x € E,o(x) # z}

Définition
Soient a € F,0 € ..
Soit, p le plus petit entier de N* tel que o?(a) = a.

Orb,(a) = {a,0(a),0*(a),... 0" (a)}

Propriétés :
e Orb,(a) = Orb,(b) < b € Orb,(a)
e Les orbites selon o constituent une partition de E.

Définitions
e On appelle cycle toute permutation de .#,, n’ayant qu’une seule orbite dont le cardinal est > 2.
e Si p est le cardinal de cette orbite, on parlera de p-cycle.
e Une transposition est un 2-cycle.
e Une permutation est un n-cycle.
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Theoréme
Toute permutation o # idg est décomposable en un produti commutatif de cycles a supports dis-
joints. Cette décomposition est unique a ’ordre pres.

Theoreme
Toute permutation est décomposable en un produit de transpositions.

Définition

On dira que o présente une inversion pour tout couple (3, j) tel que i < j et a(i) > o(j).
Soit I le nombre d’inversions de la permutation o.

(o) = (—1) est la signature de o.

Theoréme
Soient oy et o € .S,

€(o1009) = €(01) X €(09)

Theoréme
La signature d’un p-cycle est (—1)P~L.

Définition

oy, = {0 € S, 0 paire }

Theoreme
(7, 0) est un sous-groupe de (#,,0). C’est le groupe alterné d’ordre n.

n!

Card(e,) = B
8 (Z,+)

Theoréme
Les sous-groupes de (Z,+) sont exactement les ensembles n.Zavec n € Z.

Définition

Soit n € Z.

On dit que deux entiers x et y sont congrus modulo n si y — x est divisible par n.
Notation: z = ymodn ou z = y[n].

Theoréme

La relation ’est congru a’ modulo n est une relation d’écquivalence sur Z.
Theoréeme

Soit H un sous-groupe de (Z, +), alors il existe a € N, tel que H = Gr(a) = a.Z.

Définition
L’ensemble de toutes les classes de congruence modulo n est noté Z,, z. C’est ’ensemble quotient de
Z par n.Z.
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Theoréme
Sin>2, 2Lz = {6, 1,....,n— 1} d’ou Card(Z mz) = n.

Theoréeme
La relation de congruence modulo n est compatible avec I’addition :

z=ymodn =z+2 =y+y' modn
z'=y'modn =yTy
Theoréme

(Z /n.Ts +) est un groupe commutatif.

Theoréme

Z n.z est un groupe cyclique d’ordre n.
Si G est un groupe cyclique a n éléments, il existe un isomorphisme de Z, z sur G.
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Structure d’anneaux

1 Généralités

Définition
(A, +,x) est un anneaux si:
e +etr deux LCL
(A, +) un groupe abélien de neutre 04.

T associative.

14 # 04 neutre pour .

x distributive sur +.
Regles de calcul

(a+b)*> = a® + ab + ba + b
(a+b)(a—b) =a®+ab—ba— b’

Siab=ba:
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?)
(a+0b)" = Z Ckakpn=F
k=0
n—1
a"—b" = (a—0b) Z akpr k1
k=0
Définition

Une unité de ’anneau A est un élément inversible de A.
U, est I’ensemble des unités.

Theoréme
(Ua, ) est un groupe.

2 Anneaux integres

Définition
a = OA
A est un anneau integre si: A est commutatif et Va,b € A,ab=04,ab =0, = ou .
b=104
Définition

On dit que a est un diviseur de zéro de A sia # 04 et 3b € A, b # 0etab = 0.

Définition
Soit (A, +, X) un anneau inteégre et soient z,y € A.
On dit que x divisey s’il existe z € A,y = z.x.
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Theoréme

Dans un anneau integre, les propriétés suivantes sont équivalentes:
o xdivisey.
e ycz.A
e yACuz.A

3 Sous-anneaux

Définition

A’ est un sous-anneau d’'un anneau A si:
e A A

(A’,+) est un sous-groupe de (4, +)

A’ stable pour la multiplication

1€ A

4 Morphisme d’anneaux

Définition

f est un morphisme d’anneaux si:
e fla+b)=f(a)+ f(b)
o f(azb) = f(a)zf(b)
e f(14)=1p

Theoréme

La composée de deux morphismes est un morphisme. L’application réciproque d’un isomorphisme
est un isomorphisme.

5 Image et noyau
Définition

Im f = f(A)
ker f ={a € A, f(a) =04}

Propriétés :
o f(k.a)=k.f(a)
e f(a") = (f(a))"

6 Idéal d’un anneau commutatif
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Définition

Soit, (A4, +, X) un anneau. Une partie I de A est un idéal si:
o I #10.
e [ stable pour +.
eVrel VaeAaxxzel.

Theoreme
Les idéaux de Z sont les sous-ensembles de la forme n.Z, avec n € N.

Theoreme
La relation de congruence modulo n est compatible avec la multiplication.

Theoréme
(Z .z, +, X) est un anneau commutatif.

Theoréeme
Soit @ € Znz (a € Z).
Pour que @ soit inversible, il faut et il suffit que a soit premier avec n.

Theoréme
Z n.z, est un corps si et seulement si n est un nombre premier. Pour que

Theoréme
Soient I et J deux idéaux de (A, +, X) un anneau commutatif.

Alors :
e I\ J est un idéal de A.

e I+ J={zx+y/xeletyec J} est un idéal de A.
Définitions
Un idéal engendré par un seul élément est dit principal.

Un anneau est dit principal lorsque tous ses idéaux sont principaux.

Theoreme
Z est principal.
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Structure de corps

1 Généralités

Définition

K doté de deux LCI + et x.
e (K,+,z) un anneau commutatif.
e U, =K\{Ok}=Kx

Theoréme
Tout corps est un anneau integre.

2 Sous-corps

Définition

K’ est sous-corps d’un corps K si
e K'e K
e K' un sous-anneau de K
e Ve K'x,z '€ K’

3 Morphisme de corps

Définition

f est un morphisme de K dans L si:
o flz+y)=f(z)+ f(y)
o f(zy) = f(2)-f(y)
e f(lx) =1y

4 Corps des fractions

Theoréme
Soit, (A, +,x) un anneau inteégre, il existe un corps K unique & un isomorphisme pres, tel que A est

14 P _ _ a
un sous-anneau de K, tout élément de K s’écrit sous la forme z = ab™! = b"la = —.

b

5 Caractéristique d’un corps
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Définition
Soit K un corps d’élément neutre 1x pour X.
Z — K
n.lg sin>0
— 0.1g sin=20
nlg = —(—n)lgsin <0
f est un homomorphisme d’anneaux.

Soit f

Soit p le nombre premier tel que ker(f) = p.Z.

On dit alors que K est de caractéristique p.
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Entiers naturels

1 Propriétés

Propriétés :
e N est muni de deux L.C.I: 4 et x.
e + et X sont commutatives et chacune possede un élément neutre.
e X est distributive sur +.
e N est totalement ordonné.
e < est compatible avec + et X.
Généralités
e N a un ppe: 0,
e N n’a pas de pge,
e Toute partie non vide de N a un ppe,
e Toute partie non vide de N et majorée admet un pge,
en>pen+1<p,
e n<p&ddeNp=n+d,

2 Théoreme de récurrence
Principe
Soit A une partie de N telle que:
e 0cA
eVneNneA=n+1€A
Alors : A=N.
Récurrence classique

A={neN, HZ(n) vraie}

Récurrence multiple

A={neN H(n) et Z(n+1) vraies}

Récurrence forte

A={neN 2(0),2(1),... et Z(n) vraies}

3 Division euclidienne

Theoréeme

Va e NVb e N, T (q,r) e N Ja=bg+ret0<r<b
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4 Numération dans N

Theoreme

Pour tout entier n € N*, il existe un entier p et P + 1 chiffres ¢,,q,—1,...,qo tels que n = bP.q, +
Wty 1+...+bq +qoet g, #0.

L’écriture est unique, on note: n = (¢ygp—1 - - - Go),-

Passage de la base b a la base 10

Soit n = (pqr), alors n = p.b*> + q.b + .

Passage de la base 10 al la base b

On pose la division euclidienne de n par b, on réitere le procédé tant que le reste est supérieur a b.
n s’écrit alors en prenant les restes du dernier au premier.

5 Nombres premiers

Définition
p>1

P est Premier sl | .o seuls diviseurs de psont letp

Theoreme
Tout entier @ > 1, non premier, admet un diviseur premier p tel que p? < a.

Theoréme
L’ensemble des nombres premiers est infini.

Propriétés :
e p premier = p premier avec tout entier a ¢ p.Z.
. { p premier
pdivise[ [}, a;
Si les a; sont premiers, alors p = a;.

= dj,pdiwvisea;.

Theoreme fondamental
Tout nombre a > 1 est décomposable en un produit de facteurs premiers.
La décomposition est unique a I’ordre pres.

Theoréme
Soit a = []_, p® avec les p; des nombres premiers deux a deux distincts.
=11

T
rdivisea & x = pr’ avec 0 < 3 < o
i=1
,

= Card(D(a)) = [ [ (i + 1)

i=1

Theoreme
Soient a et b € N, on note d = a A b et m = Vb.

axb=(aAb)(aVb)
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Résolution de a.x + b.y = c dans Z

On pose d =a A b.

Si d ne divise pas ¢, il n’ya pas de solution.

Si d divise ¢, on simplifie.

Soit (xy, yj) une solution particuliere de la nouvelle équation, (zo = c.xy, Yo = c.yo) est une solution
de la premiere équation.

D’ot a(z — xo) = b(y — yo)-

On applique Gauss une fois: yy — y = k.a, puis on report:z — g = k.b.
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Entiers relatifs

1 Divisibilité
Définition
On dit que bdivise a ou que a est un multiple de b s’il existe k € Z tel que a = k.b.

Theoreme
Les sous-groupes additifs de Z sont exactement les ensembles n.Z.

Propriétés :
e adiviseb et adivisec = Vk,l € N,adivise(k.b+ l.c)
o adiviseb = a" divise b"

2 Division euclidienne

Theoréme

VYa € Z,Yb € N*,3l(q,7) € Z*,a=b.q+ret 0 <7 <b

Définition
a=b[n]sia—benz.

Propriétés :

e La relation de congruence modulo n est une relation d’équvalence.

e [’addition et le produit sont compatibles avec la relation de congruence modulo n.
a=bn] = Vp eN,a? = P[n|
a = b[n] si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

Le reste de a dans la division euclidienne par n est r < a = r[n].

3 PPCMet PGCD

Theoréme

Im € N*, a.Z ﬂb.z =m.7Z
m est le PPCMde a et b. On le note m = a VV b.
Propriétés :
e aVb=lalV|b

e adiviseb < aVb=|b
o sic#0,(ca)V(chb) =|c|.(aVb).
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Theoréme

dde N, aZ+bZ =dZ
d est le PGCDde a et b.

Propriétés :

aANb=la| A|b|

adiviseb < a Ab=|al
sic#0,(ca)A (eb) =|c|.(a AD).
Extension: si a # 0,a A 0 |al.

4 Algorithme d’Euclide

Lemme

a=bg+r=aANb=bATr
Principe
Etape 1:

a=bg+ret0<r;<b

d=aANb=bAT]

Siry =0,d=b: fin.
Etape 2:

b=7ri.gg+ryet 0<ry<nr

d=1rAr9

Sirg=0,d=r:fin.

Exemple:
| 1(¢) | 1 |23]2
3264(a) | 1666(b) | 1598 | 68 | 34
1598(r) 68 238 | 0
34
1666 A 3264 = 34
Application
dZ=aZ+bZ=decaZ+bZ =3k lecZ,d=ka+lb
Technique:

e Réecrire les divisions.
e 'Remonter’ les restes.
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Exemple:

34 = 1598 - 68 * 23

34 = 1598 — (1666 — 1598 * 1) 23
34 = 24 % 1598 - 23 % 1666

34 =24 x (3264 — 166 x 1)— 23 % 1666

34 = 24 % 3264 - A7 % 1666

5 Nombres premiers entre eux

Définition
a et b sont premiers entre eux si a Ab = 1.

Theoréme de Bézout

a et b sont premiers entre eux < Jk,l € Z*, k.a+1.b=1

Theoréme de Gauss

= adivisec

adiviseb.c
@ premier avec ¢

Theoréme
e ¢ premier avec by, ... , b, = a premier avec []b;.
e ¢ premier avec b = a premier avec b".
a; divise b
ay divise b
...diviseb
a, divise b

et a; premier entre eux deux a deux = []a, diviseb.

Theoréme

: : . D . a b>0
Tout nombre rationnel » admet une unique représentation irréductible r = 5 avec { aAb=1
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Réels

1 Propriétés admises

(R, +, x, <) est un corps totalement ordonné contenat Q.

Ve e RAlp € Z,p <z < p+1. On note p = E(z) la partie entiere de z.
Toute partie non vide, majorée de R admet une borne supérieure.

Toute partie non vide, minorée admet une borne inférieure.

Theoréme
Soit A C R, A # () et A majorée.

Vre Az <«

a=sup(A)©{ Ve>0,qa € A,a—e<a<a

Theoreme
Soit A C R, A # () et A minorée.

Vee A,a<c

a:mf(A)<:>{ Ve>0,dac A,a<a<a+te

2 Valeur absolue
Définition

x| = max({z, —z})

C’est une norme.
Propriétés

o] =yl < |z +y

.y ] . |y
T |z
y |y|

3 Intervalles de R

Définition

Soient z,y € R. Siz < y,[z,y] ={t e Rz <t <y}

Siz >y, lz,y]=[y,z].

Définition

Toute partie I de R telle que si z € I et y € I, alors [z,y] € I.
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C

1 Deéfinition

On définit dans R? les lois suivantes :

LC.E A (z,y)=(Az, Ay)
LCI + (z,y9)+ (@, ¢)=(+2,y+7v)
LCI x (z,y)x(2,y)=(zz' —yy', ¢y + 2'y)

Theoreme

(R?,+, x) est un corps.

(R?,+, x, -) est une R-algébre commutative.
Ecriture usuelle des complexes

t= (071)
C={z=z+wy/z,y e R’}

2 Conjugaison

242 = zZ+72
2.2 = z.2
zZ = =z
1 1
- |
m(z)J‘;Z et () =7
z€ER&S 2=72 et z€ 1R z2=-2

3 Module

Définition
Soit z =z 4+ 1.y avec z,y € R.

|z| =22 +y2 =VzzZ

Le module a les propriétés d’une norme.
Propriétés

2] = 2] < |2+ 2|
2| =[2] = [z =[]
2.2 = |2].]¢]

2 _

21 |2/
1z
z Es
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4 Groupe des complexes de module 1
Définition

U={2e€C/|z| =1}

Theoreme
(U, x) est un sous-groupe de (C*, x).

Theoréme
- U

— exp(et)
¢ est un morphisme surjectif du groupe (R, +) sur le groupe (U, x) de noyau ker(y) = 2.7.Z.
Formule de MOIVRE

Soit ¢ tR

Vn € Z, cos(n.t) + 1.sin(n.t) = (cos(t) + 2.sin(t))"
Egalité

exp(.t) = exp(r.t') & t' —t € 2.1.Z

5 Forme trigonométrique

Theoréeme
o R xU — C . .
L’application ¢ (;”u) o est un isomorphisme de groupes.
Theoreme
Tout complexe non nul z admet donc une écriture unique de la forme z = r.w avec u € U et r € R},

Propriétés

arg(z.z')=arg(z) + arg(z’)[27]
arg(zz"):n. arg(z)[2n]
arg(;)zarg z — arg 2'[27]
arg(z)=—arg(z)[2]
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Groupe orthogonal

1 Endomorphisme orthogonaux

Définition
Soit f € Z(FE), si f conserve la norme ou si f conserve le produit scalaire. On dit que f est un
endomorphisme orthogonal ou isométrie vectorielle.

Theoréme
Pour f € Z(FE), 1< 24 3:
o f€O(E)
e Pour toute BON % de E, f(#) est une BON.
e Il existe une BON & de E telle que f(%) est une BON.

Theoreme
(O(E),0) est un sous-groupe de (GL(E), o).

Propriétés :
o Sra(f) € {-11}
o E;(1) L Ef(—1)
e Si F est un sev de E stable par f alors F'- est stable par f, fr € O(F) et fr. € O(F*1).

2 Matrices orthogonales

Définition
A € M,(R), A est orthogonale si *A.A =1I,.
Ensemble: €,,(R) ou &'(n).

Theoreme

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

Ae O(n)

A réguliere et A7 =14

tA e O(n)

Les vecteurs colonnes/lignes de A forment une BON de R™.
A = Pg 4 BON

Theoréme
Si f € Z(F) les propriétés suivantes sont équivalentes :
e fEO(E)
e Pour toute BON de E, Mg(f) € O(n).
e Il existe une BON & de E telle que Mg(f) € O(n).
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Theoréme
(O(n),x) est un groupe isomorphe a (O (F), o)

Définition
FLO(n)=0"(n)={A € O(n),det(A) =1}
de méme on définit .# @ (F) qui est ’ensemble des isométries vectorielles postitives.

3 Automorphismes orthogonaux du plan
3.1 Etude

Type 1 Type 11
a —b a b
A= (b a) A= b —a
avec a* + b° =1 avec a® +b* =1
ou bien ou bien
_ (cos(a) —sin(a)) . (cos(a) sin(c) )
~ \sin(a) cos(a) ~ \sin(a) —cos(a)
det(A4) =1 det(A) = —1
donc A € L0(2) donc A € 0~ (2)

3.2 Etude de Y O(E)

Theoréme
S 0(2) est commutatif.

Définition

Soient f € SO (E) et BuneBONDde E.

Mg(f) est de type I. L’angle attaché a I’application f est I’angle de la matrice associée.
Etude d’une rotation

7 =exp(r.a).z
3.3 Etude de 0~ (F)

Theoréme
O~ (E) est I'ensemble des réflexion (symétrie orthogonale par rapport a une droite).

Définition
e Axe de la symétrie: ker(f — idg).
e Direction de la symétrie: Im(f + idg).

4 Automorphisme orthogonaux de I’espace
Il y a quatre types d’applications orthogonales.
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Définition

a —b 0
A=1|b a 0] €SO3
0 0 1

: -
J = Ry 4 est une rotation d’axe k et d’angle 6.

Propriétés :
e Sif =027, f=idg.
e si § = n[2n], f = Sp (demi-tour).

Définition
a b 0
A=1b —a 0| €0 (3)
0 0 1
f est une réflexion.
Définition
a —b 0
A=1[b a 0] €0 (3
0 0 -1
f est une isométrie vectorielle gauche.
Définition
a b 0

f est une symétrie.

Theoréeme

Soit f = SP2OSPI.
SiPh=P,f=idg.

Si PL#Py:

P, (P, =D, on pose D = Vect(?).

SP2 OSPI = R?,Z.a

Theoreme
Les réflexions engendrent &'(Ej3).

Theoréeme

V& € DY, f(T = cos(6). T + sin(@).? AT

Axe
Ensemble des vecteurs invariants: D = Inv(f) = ker(f — idg).
On résoud: (A — I3).X = 0.
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Angle
Si on connait @ € Dt :
o T f(T)=cos(d). | 7|
o TAf(T)=sin(d). |7 F
Tr(A) -1

%]

Sinon cos(f) = et sin(f) est de méme signe que [Z, f( ), k'] avec z ¢ DL
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Polynomes

1 Algebre K[X]

Définition
On appelle polynéme sur K toute suite p = (a;);en presque nulle d’éléments de K.

Theoréme
L’anneau K[X] est integre.

Theoréme
K[X] est un anneau principal.

Theoréme
(K[X],+, -, x) est une K-algébre commutative.

Propriétés :

deg(P x Q) = deg P+ deg @
deg(P + @) < max(deg P,deg Q)
val(P x Q) = val P+ val Q
val(P + Q) > min(val P,val Q)

Définition
Deux polynomes sont associés s’ils different d’un constante multiplicative non nulle.

Définition

Soient o et & deux K-algebre.

Un morphisme de &/ dans & est une application qui est a la fois un morphisme d’anneaux et une
application linéaire.

Theoreme

Soit, (7, +, X, -) une K-algébre. Pour a fixé dans &7, f : P — P(a) est un morphisme de ’algébre de
K[X] dans .

Im(f) ={P(a), P € K[X]} est une sous-algebre commutative de .

Si ker(f) = {0}, f est injective, dans ce cas (1,a,...,a",...) est une base de Im(f).

Si ker(f) # {0}, 'unique polynéme unitaire Py tel que ker(f) = P,.K[X] est appelé le polynéme
minimal de a.

Si deg(Py) =n, (1, a,...,aP") est une base de Im(f).

2 Arithmétique dans K[X]

Theoreme
Pour tout polynéme A, B € K[X], si B # 0, alors il existe un couple unique (P, Q) tel que A = BQ+R
avec deg R < deg B.
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Définition
A est multiple de B ou B divise A s’il existe @ € K[X] tel que A = BQ.
On note: B)4.

Propriétés :
o A/BetB/c = A/c
e A/petB/y = A et B associés.
o VU,V € K[X],A/BetA/C = A/U.B—|—V.C’

Theoreme
Soit P € K[X] et & € K: o racine de P < X — « divise P.

Theoreme
Soit P € K[X] tel que deg P =n,n € N, alors P a au plus n racines distinctes dans K.

3 Polyndéme dérivé

Formule de Leibniz
(PQ)™ = Z Cckp®Qnk)
k=0

Définition

. R . . (X — a)*diviseP
« est racine de multiplicité d’ordre k& des polynomes P si { (X — a)*+Ine divise pasP
Theoreme

« est racine d’ordre k£ de P < 3Q € K[X]|,P = (X — a)*.Q et Q(a) #0
4 Relations entre coefficient et racines
Définition
P € K[X] est scindé §’il existe:

e \c KX

e ay,...,anp €K
tels que P = A(X —aq)(X —ag) ... (X — ap)-

Theoreme de d’Alembert
Tout polynéme, non constant, de C[X] est scindé.

Définition
Les trois fonctions symétriques élémentaires des racines d’un polynémes P = a.X? +b. X2+ c. X +d
sont :

o= T+ X2 + T3 =

09=T1.T9 + T1.X3 + T2.T3=

O3= T1.22.23 =

I I
Ql&g}ln@l@
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Theoréme
« est racine d’ordre k de P & {

Theoréeme
P € K[X] admettant r racines distinctes o; d’ordre k;. Alors P = (X — ay)® ... (X — a,)*.Q.

5 Arithmétique

Définition

Soit I = PK[X] + Q.K[X].

L’unique polynéme unitaire D tel que I = D.K[X] est appelé le PGCDde P et Q.
Tout diviseur commun a P et () est un diviseur de leur PGCD.

De plus U,V € K[X],P.U + Q.V = D.

Définition

Soit I = PK[X]N Q-K[X].

L’unique polynéme unitaire d tel que I = d.K[X] est appelé le PPCMde P et Q.
Parmis les multiples communs a P et @), c’est celui dont le degré est le pus petit.

Theoréme de Bézout

AANB=1«&3U,V e KX, UA+BV =1

Theoréme de Gauss
Apcet ANB=1= Ac.

Theoréme
Soit P € K[X] de degré > 1, alors P s’écrit de facon unique(a 'ordre pres) sous la forme: P =
AQT. ... .Q% ou A € K*,Q; des polynomes irréductibles unitaires deux a deux distincts, «; des
entiers > 1.
Définition

P € K[X], P est irréductible si deg P = 1 et les seuls diviseurs de P dans K[X]| sont 1,P et les
polynomes associés a et aP.

Theoréme
Dans K[X], tout polynome de degré 1 est irréductible.

Theoreme
Tout polynome P de degré > 1 se décompose comme produit de polynomes irréductibles.

6 Polyndémes réciproques

Définition
Soit P(X) = ap.X"an_1. X" ' + ...+ a1.X + ag avec a, # 0 et ag # 0.
Onpose Q=ag.X"+a;. X" ' +...+a, 1.X +a,.
P est un polynoéme réciproque si @) = P (réciproque de premieére éspece) ou Q = —p (réciproque de
seconde espeéce).
39



Theoréme

Si P est un polynéme réciproque et P(«) = 0, alors P(é) = 0.
Méthode

Soit @ un polyn@m% réciproque de premiere espece de degré n pair.

= 1
On factorise par X 2 puis on fait le changement de variable y = x + —.
x
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Corps K(X) des fractions rationnelles

1 Généralités

Définition

Si A est un anneau integre, on peut construire son corps des fractions (le plus petit corps contenant
A).

Le corps des fractions de Z est Q.

Le corps des fractions de K[X] est K(X).

Déﬁnitiolrtl)
Soit F' = @ On dit que F' est irréductible si P A Q = 1.
Définition
Soit F' = E
o
deg(F) = deg(P) — deg(Q)
Définition

) ) P )
Les zéros d’une fraction rationnelle F' = — sont les racines de P.

Les poles de F' sont les racines de Q).

Theoréme
Soit F' € K(X), alors il exists un polynome unique E € K[X] tel que deg(F — E) < 0.
E est la partie entiere de F'.

2 Décomposition des fractions en éléments simples

On ne considere que les fractions de degré négatif.

Theoréme
F = avec deg(F') < 0et By A By =1.
Bi.Bs
Il existe deux polynoémes A; et Ay € K[X] tels que:

=142 i _
3 1B, avec deg(Bi) <0

A
Ce théoreme ce généralise par récurrence pour F' = ——.
By.... . %,
Theorqéme
F = B avec deg(F) > 0 et deg(B) > 1.
C, Cy C C;
Il existe des polynémes C', ... ,C, tels que: F = B + B + ...+ ﬁ avec deg(ﬁ < 0.

Theoréme
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Toute fraction rationnelle F' = X —a)h X —a)™ de C(X) se décompose de fagon unique
— 1 e — Oy
sous la forme: a M a
E - — ct
T oagh Kooyt T X —a)
Qg Aky—1 a1
——+ - +...+
F = (X — Ozl)kl (X - Ozl)kl_l (X — al)
+ e + .. +...+ e
akl a’kl—l ay
o) W —a) T (X —a)
Méthode
e Penser a la partie entiere.
e Etudier la parité.
e On multiplie par (X — «) et on pose X = a.
e (Calcul d’un pole simple:
F=_ - Q1(a) # 0
= —=-———— avec .
Q@ (X —a): ' Plo) Plo)
Q Q
La partie polaire relative au pole « est avec \ = =
—a Qi(a)  Q'(a)

e Calcul d’un poéle multiple:
Si F' admet a pour pole d’ordre n.
On cherchera le DL,,_; de (X —a)".F(X) au point a.
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Espaces vectoriels

1 EV sur un corps K

Définition
E est un K-EV ¢’il existe dans E':
e une L.C.I +,
e une L.C.E - a opérateurs dans K|

(E,+) est un groupe abélien,
A(u+v) =Au+ Ao,

A+ p)u = Au+ pu,
A(pu) = (Ap).u,

lu=wu

Propriétés :
e \x=0g< A=00uz=0g.
e (=N .z =A(—z)=—-(\x).

2 SEV

Définition

On dit que F est un SEV de F si:
o 'CE,

F#0,

F stable pour +,

F stable pour -.

Theoréme
Soient E' un K-EV et (F;);cr une famille quelconque de SEV de E.

ﬂFi est un SEV de F
icl
Définition
Soit A C E.
L’intersection de tous les SEV de E contenant A est un SEV de E. On le note Vect(A).

Theoréme
Vect(A) est au sens de l'inclusion le plus petit SEV de E contenant A.

Vect(A) = A< Aest un SEV de E

Theoréme

43



Si A= (x1,...,2,), alors Vect(A) est 'ensemble des combinaisons linéaires de A.
Le résultat se généralise a une famille infinie.

3 Somme de deux SEV

Définition
Soient F; et Ey deux SEV de E.

E1+E2={£EEE,E|£E1 EEl,ELQ?QEEQ,:E:iEl +$2}

Theoréme

E1 -+ E2 = Vect E1 UEQ

Propriétés :
e [’ensemble des SEV de E muni de + est un monoide commutatif.
e "+ F,=FE, < FE,CE,

Theoréme
Soient F;, Fy deux SEV de FE.

Ei[ B ={0p} < Vz € B\ + Ep,3z; € By, Aay € By, z =71 + 1

Dans cette situation on dira que la somme F' = E; + E5 est directe. On notera F' = E; @ F».

Définition
Si E1 @ Ey, = E, on dit que E; et Ey sont supplémentaires dans F.

Définition

Soit E un K-EV et Fi,..., F, des SEV de E.

La somme F' = )" | F; est dite directe si pour tout z € F, z s’écrit de maniére unique sous la forme
Z=21,...,%,, avec x; € Fj.

On écrit alors: F=F @& ... & F, =@, Fi.

4 Familles

Définition

Soit A = (z1,...,2,) avec z; € E.

On dit que A est liée s'il existe n scalaires A, ..., \, € K non tous nuls tels que Y . A\i.z; = Op.
Définition

A est libre si A est non liée, i-e

V()\l,... ,)\n)EKn,Z)\szzﬂEi)\l:=)\n:0

i=1
Une famille (z;,7 € I) d’éléments de E est libre lorsque toute sous-famille finie est libre.
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Propriétés :
e Une famille contenat Og est liée.
e Toute sous famille d’une famille libre est libre.
e Toute sur famille d’une famille liée est liée.

e (z1,...,x,) est une famille liée si et seulement si 'un des vecteurs z; est une combinaison
linéaire des autres.

Définition

Soit A = (z1,... ,x,) une famille de vecteurs de E.
On dit que A est génératrice si Vect(A) = E.

Ve € E,3(A1,..., ) €Kz =30 Ny

Définition
Soit A = (z1,...,,) une famille de n vecteurs de E.
rg(A) = dim(Vect(zy,... ,x,))
5 Bases
Theoréme
Soit & = (ey, ... ,e,) une famille de n vecteurs de E.

n
A est libre et génératrice & Vo € E,l(Ay,... ,\,) e K",z = Z i
i=1

Dans cette situation on dira que 4 est une base de E.

6 Codimension

Theoréme

Soient £ un K-EV | F un SEV de F, G un supplémentaire de F' dans FE.

Si G est de dimension finie g, tous les supplémentaires de F' sont de dimension q.
On dit que ¢ est la codimension de F.

Si E est de dimension finie: dim(E) = dim(F') + codim(F).

Définition
Dans un EV E, on appelle hyperplan (vectoriel) un SEV H de codimension 1, c’est donc un SEV
qui admet pour supplémentaire une droite vectorielle.

Theoréme
Soient H un hyperplan de E et u un vecteur de E tel que u ¢ H.
Alors : la droite vectorielle D = Vect(u) est une droite supplémentaire de H.

Theoréme

Soit E = P F;. Une application linéaire de F dans F est parfaitement détermionée par ses compo-
santes suivant chacun des SEV F;.

45



Espaces vectoriels de dimension finie

1 Généralités

Theoreme de I’échange

Soient G = (g1, .., gp) une famille génératrice de E et L = (ly,...,l,;) une famille libre de E avec
Card(L) < Card(G).

Alors (Iy, ... 1y g1, - - - 5 Gp) est liée.

Theoréme
Tout EV de dimension finie admet au moins une base.
Toutes les bases de E ont le méme cardinal.

Définition
La dimension de I'espace E est le cardinal d’une des bases de F.

Theoreme
Soient E et F' deux EV de dimension finie, alors £ x F' est de dimension finie:

dim(E x F) = dim(E) + dim(F)
2 Propriétés des EV de dimension finie

Theoreme
Soit £ un EV de dimension n.
Toute famille libre de E' a au plus n vecteur. Si elle en a exactement n, alors c’est une base.

Theoréme
Soit E un EV de dimension n.
Toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs. Si elle en a n exactement, alors c’est une base.

Theoreme de la base incomplete

Soit £ un EV de dimension n.

Soit L = (ly, ... ,l,) une famille libre de E.

Alors : il existe n — p vecteurs gpi1, ... ,gn de E tels que la famille Z = (I, ... ,lp, gp+1,--- , gn) €St
une base de E.

Theoréme
Soit £ un EV de dimension finie et ¥ un SEV de E.
e [ est de dimension finie.

e dim(F) < dim(FE)
e dim(F)=dim(E) < F =E.
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Theoréme

Soit £ un EV de dimension finie.

Tout SEV F de E admet au moins un SEV G supplémentaire dans F.
Theoréme

Soit E un EV de dimension n.

Soient F' et G deux SEV de E.

E = F @ G & la concaténation des bases de F' et G est une base de E

Theoréme

dim(F & G) = dim(F) + dim(Q)
dim(F + G) dim(F) + dim(G) — dim(F (| G)
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Espaces vectoriels normés

1 Généralités
EFE=RouC—ev

Définition

Une norme sur E est une application N : E — R telle que
e Vze E,N(z) >0
° N(.’E) =0&2=0g
e Vr e E.VA € K N(Az) = |\ N(x)

Ve,y € E,N(z+y) < N(z)+ N(y)

Définition
Un EVN est un EV muni d’une norme.

Propriétés :
o Vx € E,N(—z) = N(x)
e Dans la défition, on peut se contenter de montrer que: N(z) > 0 pour tout x # 0 € E.
e Vr,ye E:|N(z) — N(y)| < N(z —y)

Définition
Deux normes N; et Ny définies sur E sont dites équivalentes si :
Ni(z) < aNy(zx)
da, 3> 0,Vx € E, { No(z) < BNy (z)
Définition
On dit que d est une distance si:
o Vz,y € E,d(z,y) >0
e Vz,y€e E/d(z,y) =0 z=y
e Vr,y,2z € E,d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

Définition
ExE — R
La distance associée & une norme de E est une application d )
bp (,9) = d(z,y)=N(z—y)
Définition
Une fonction f: A — F est dite bornée si: IM € R, ,Vz € E, N(f(z)) < M.

Produit de deux EVN
Si (F1,N1),--.,(En, N,) sont p EVN sur K, on définit une norme sur £ = E; X ... X E,,:

sup N;(z;)

1<i<n
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Définition

Soit, (E, 4+, -, X) une algebre sur K.

Une norme définies sur 'EV E est dite une norme d’algebre si elle vérifie:
e N(1g) =1
o Vz,y € E,N(zy) < N(z).N(y)

2 Topologie d’'un EVN
Soit (E, ||-||) un EVN .

Définition
Boule ouverte de centre a € E, de rayon r > 0:

B(a,r)={zx € E/||la—z| <}
Boule fermée de centre a € E, de rayon r > 0:

B(a,r)={x € E/|la—2z| <7}
Sphere centre a € E, de rayon r > 0:

S(a,r)={z € E/|la—=z| =r}

Définition

Soit A une partie d’'un EVN .

A est dite bornée si elle est incluse dans une boule.
Définition

Distance d’un point a une partie A non vide d’'un EVN:

d(w, 4) = inf |1z ~ |

Définition
Soit a € E et V une partie de F.
On dit que V' est un voisinage de a si:

Ir > 0,B(a,r) CV

Définition
Une partie A de E est dite ouverte si A = () ou si A est voisinage de chacun de ses points.

Propriétés :
e () et E sont ouverts.
e Si (4;,7 € I) est une famille d’ouverts, | J,.,
e Si A et B sont ouverts, A B est ouvert.

A; est ouverte.
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Définition
Une partie A de E est dite fermée si CpA est ouvert.

Propriétés :
e () et E sont fermés.
e Si (A;,i € I) est une famille de fermés, (), ; A; est fermée.
e Si A et B sont fermés, AJ B est ouvert.

Définition

Soient A une partie de A et a € E.

On dit due a est intérieur & A si A est un voissinage de a.

L’ensemble des points intérieurs de A est appelé I'intérieur de A et est noté A.

Propriétés :
e ACA
e A est le plus grand des ensembles ouverts inclus dans A.
e A C E est ouverte < A = A.

Définition
Soient AC Eetac€E.
On dit que a est adhérent a A si tout voisinage de A rencontre A.

Vr > 0,B(a,r) (A #0
L’ensemble des points de E adhérents & A est 'adhérence de A, notée A.

Propriétés :
e ACA
e A est le plus petit des ensembles fermés contenant A.
e ACE etsfermée & A=A

Définition
On dit qu’un point z de E appartient & la frontiére de A si z € A et z € LgA.

Fr(A)=A(lpA =4\4

Définition

Soient A, B deux parties de F, avec A C B.

On dit que A est dense dans B si A C B C A.

Une partie A de E est dite partout dense si elle est dense dans F, donc si A = E.

3 Suites dans un EVN
4 Suites dans un EV
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Définition

Six = (x;,7 € I) est une suite d’éléments de E, 'ensemble S = {i € I/x; # 0} est appelé le support
de la suite z. Lorsque S est fini, on dit que la suite est de support fini. On note E() ’ensemble des
suites & support fini, c’est un SEV de # (I, E).

Définition
Une suite (z,,),>0 d’éléments de E est dite convergente dans E, s'il existe [ € E tel que:

Ve > 0,dN € NN,Vn > N, ||l —z,|| <€

Définition
La suite (zn)n>0 est convergente s'il existe [ € E tel que pour tout voisinage V de [:

M eNVneNn>N=z,€V

Propriétés :
e [ est unique.
e La convergence n’est pas modifiée lorsque ’on prend une norme équivalente.

Theoreme
Dans un EVN produit, pour qu'une suite converge, il faut et il suffit que chacun des composantes
converge.

Définition
Une suite (Zn)n gego d’éléments de E est appelée suite de Cauchy si:

Ve >0,IN e NNVn,m e Nn > Net m > N = ||z, — 2| <€

Theoreme
Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Propriétés :
e Une suite de Cauchy est bornée.
e [’ensemble des suites de Cauchy est un EV .

Theoreme
Soit A une partie de E, a € E.
a € A I(xn)n geqo d’éléments de A qui converge vers a.

Theoreme
Pour qu’une partie A de F soit fermée, il faut et il suffit que toute suite convergente d’éléments de
A converge vers un élément de A.

Définition
Soit x € E.
x est une valeur d’adhérence de (), geqo 8'il existe une suite extraite de (2,)n geqo qui converge vers

a.
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Theoréme
z est une valeur d’adhérence de (zn)y geqo < poOur tout voisinage V' de z, I’ensemble des indices n
tels que x,, € V soit infini.

Theoreme
Une suite qui admet au moins deux valeurs d’adhérences discinctes n’est pas convergente.

5 Fonctions, limites, continuité

Définition
On dit que f : D — F admet une limite en a s’il existe un élément [ de F' tel que:

Ve >0,3a>0,Vz € D, ||z —a|| < a=|f(z) — f(a)|]| < ¢

Définition
On dit que f : D — F admet une limite en a s’il existe [ € F' tel que pour tout voisinage V' de [ dans
F, il existe un voisinage U de a dans E tel que x e U(B = f(z) € V.

Définition
f: D — F est confitnue au point a € D si:

Ve > 0,30 > 0,Vz € D, ||z —al| < a=||f(z) - fla)]| <€

Propriétés :
e Composition
e Linéarité
e Produit

Définition
On dit que f(x) tend vers b quand x tend vers 400 si:
Ve >0,3A > a,2 > A, ||f(z) —b|| < e
On dit que f(z) tend vers +oo quand x tend vers a si:
VA>0,3a>0,Vz € D,||lz—qa|| <a= f(z) > A

Définition

On dit que f est continue en un point a de D si:

Ve > 0,3a>0,Vz € D, ||z —al| <a=|f(z) - fla)] <€

Définition
f est dite continue sur D si elle est continue en chaque point de D.
Propriétés :

e ¢°(D,F) est un K-EV .
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La continuité est invariante si on prend une norme équivalente.

Linéarité.

Composition.
Produit.

Theoréme
Soit f € # (D, F).

lim, 4 f(2) = b < Y(2,)n>0 € DY qui converge vers a, la suite (f(z,)) converge vers b.

Theoreme
Soient f: D — FetaecD.
f continue en a < V(x,) € DY qui converge vers a,lim,_, o f(z,) = f(a).

Theoreme

Soit f € €°(D, F).

Si (2n)n>o est une suite d’éléments de D qui converge vers un élément de D, alors la suite (f(z,))
est convergente.

6 Topologie induite sur une partie d’un EVN

Définition
Soit a € D et V une partie de D contenant a.

On dit que V est un voisinage de a dans D, §’il existe un voisinage V' de a dans F tel que V =
V' D.On dit que V' (D est la trace de V sur D.

Définition
A est une partie ouverte de D, s’il existe un ouvert A’ de E tel que A= D[ A"

Définition
A est une partie fermée de D, s’il existe un fermé A’ de F tel que A= D[ A’

Propriétés :
e A ouverte dans D < A est un voisinage dans D de chacun de ses points.
e Soit D C A:A ouverte dans D < CpA est fermé dans D.

Theoréme
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
e f continue sur D.

e Pour toute partie ouverte B de F, f~!(B) est une partie ouverte de D.
e Pour toute partie fermée B de F, f~'(B) est une partie fermée de D

7 Continuité uniforme
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Définition
f est dite uniformément continue sur D si:

Ve >0,3a > 0,Y(z,y) € D? [l -yl < a=|If(z) - fy)l < e

Propriétés :
e La continuité uniforme ne dépend pas de la norme.
e f uniformément continue sur D = f continue sur D.
e La conposition de deux fonctions uniformément continues est uniformément continue.

8 Fonction Lipschitziennes

Définition
f est dite k-lipschitzienne si:

3k > 0, forall(z,y) € D || f(z) = f)]l < kllz — yl

Propriétés :
e Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.
e [’ensemble des fonctions Lipschitzienne est une EV .
e Composition.

9 Fonctions a valeurs dans un produit

Theoréme
Les propriétés suivantes sont vraies si et seulement si elles sont verifiées pour chacune des fonctions
composantes:

e f admet une limite au point a € D
e f est continue au point a € D

e f est continue sur D

e f est uniformément continue sur D.

e f est lipschitzienne.

10 Partie compacte d’un EVN

Définition
Une partie K de E est dite compacte lorsque toute suite d’éléments de K possede au moins une
valeur d’adhérence dans K.
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Définition
Une partie K de F est dite compacte si de toute suite d’élément de K, on peut extraire une sous-suite
convergente dans K.

Propriétés :
e Un singleton est une partie compacte de E.
e La réunion de deux parties compactes est compacte.

Theoreme
Une partie compacte K de E est fermée bornée.

Theoréeme
Les parties compactes de R sont les parties fermées et bornées de R

Theoréeme
Les parties compactes de R* (ou C") sont les parties fermées bornées.

Theoreme
Soient D une partie non vide compacte de E et f : D — F une application continue.
Alors : f(D) est une partie compacte de F.

Theoreme
Soient D une partie non vide compacte de E et f : D — F une application continue.
Alors : f est bornée sur D.

Theoreme de Heine
Soient D une partie non vide compacte de E et f : D — F une application continue.
Alors : f est uniformément continue sur D.

11 Continuité des applications linéaires

Theoreme

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
e f est continue au point z = O
e f est bornée sur By = {z € E/||z|| < 1}
e f est continue sur F.

Theoreme

L’ensemble Z% (E, F) (ou l'(E, F)) des applications linéaires continues de E dans F' est un SEV de
Z(E,F).

Une norme sur .Z'(E, F)

Pour f € Z'(E, F) on pose: N(f) = sup,cp, [If(z)-

Theoréme
Soit f € L'(E, F).
N(f) est le plus petit des nombres réels M tels que || f(z)]| < M ||z||.

Theoréme
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Soit f € £'(E,F) et g€ Z'(F,QG).

Alors :
e gof € L' (E,G)

e N(gof) < N(g)-N(f)
e si E=F =@, alors N est une norme de l'algebre .£'(F).

Theoréeme
Soit f une application multilinéaire.
[ continue & 3IM € Ry, Vo = (z1,...,2,) € E,|[f(21),- -, f(@n)|| £ M. ||z1]]; - - - |2a]],,-

Pour cela il suffit que f soit bornée sur le produit des boules By x --- x B,

12 Cas des EV de dimension finie

Theoreme
Sur F, il existe des normes et deux normes quelconques sont équivalentes.

Theoreme
Si E et F sont des EVN de dimension finie , toute application linéaire de E' dans F' est continue.

Theoreme
Soient Ey, ..., E,, F des EVN de dimension finie et ¢ : £} X ... X E, — F multilinéaire.
Alors @ ¢ est continue.

Theoréme
GL,(K) est une partie ouverte de .4, (K).

13 Complétude

Définition

Une partie A de E est dite compléete lorsque toute suite de Cauchy d’éléments de A converge vers un
élément de A.

En particulier £ est un EVN complet lorsque toute suite de Cauchy d’éléments de E est convergente.
(E,||-||) est alors appelé espace de Banach.

Theoreme

Soient (E, ||-||) et (F,|-]|) deux EVN .

A une partie complete de E et B une partie complete de F.
Alors : A x B est une partie complete de F x F'.

Theoreme de Bolzano-Weierstrass
De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire une suite convergente.

Theoreme
R est complet (R est un espace de Banach).

Theoréeme
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Tout EVN de dimension finie est complet.

14 Convexité par arcs

Définition
Soient (E, ||-||) un EVN | U une partie non vide de F, A et B deux points de U.
Un chemin (ou arc) dans U d’origine A et d’extrémité B est une application continue ¢ : [0;1] — E
telle que:
e p(0)=A
e p(1)=B
o Vt€[0;1],0(t) €U

Propriétés :
e Si A € U, il existe un chemin dans U d’origine A et d’extrémité A.
e S’il existe dans U un chemin d’origine A et d’extrémité B, alors il existe un chemin d’origine
B et d’extrémité A.
e S’il existe un chemin dans U d’origine A et d’extrémité B, un chemin d’origine B et d’extrémité
C, alors il existe un chemin d’origine A et d’extrémité C.

Définition

Soit U une partie non vide de 'EVN E.

On dit que U est connexe par arc si pour tous points A et B € U, il existe un chemin dans U d’origine
A et d’extrémité B.

Theoreme
Les parties connexes par arc de R sont les intervalles.

Theoreme
Soient E et F deux EVN , D une partie connexe par arc de F et f € €°(D, F).
Alors : f(D) est une partie connexe par arc de F.

Theoréme

Soient E un EVN | D une partie connexe par arc, f € €°(D,R).
Alors @ f(D) est un intervalle de R.
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Espaces hermitiens

Définition
Un espace hermitien est un EV de dimension finie sur C, muni d’un produit scalaire.

Theoréeme
Dans un espace hermitien F, il exists des bases orthonormales.

Theoréme
Pour tout SEV F de E':
e FOF+=F
o (FL1'=F
Propriétés :
o <z,y>=tXY
o [lz*='XX
Définition

Soit F un SEV de E. La projection vectorielle sur F' parallelement & F- est appelée la projection
orthogonale sur F'.

Theoreme
Si (e1,...,ep) est une BON de Fet X € E:

p
pr(z) = Z < e, T > e
i=1

&*(z,F) = |z — pr@)|” = llz” ~ llpr ()]’
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Espaces préhilbertiens réels ou complexes

1 Produit scalaire
1.1 Casréel: E=R-EV

Définition
Un produit scalaire sur F est une forme bilinéaire symétrique dont la forme quadratique associée est
définie positive.

Définition
Un espace préhilbertien réel est un R-EV muni d’un produit scalaire.

Propriétés :
e VAERVY(z,y,2) € B ||lz + My|I* = ||z]|” + 2.\ < =,y > + [yl

e Inégalité de Cauchy-Schwarz: V(z,y) € E?, < z,y >2< ||z|* ||y||*.
<zy>

e Si x et y sont non nuls on a cosf = .
][ Iyl

Propriétés :
e Relations de polarité:

1 2 2 2
<y >= 5 (llz +ylI" = lll” — llylI)

1 2 2
<,y >= (e +yl" ~llz = yl")

e Identité du parallélogramme: ||z + y||> + ||z — y|* = 2(||=||* + ||¥|I*).
1.2 Cas complexe: £ = C-EV

Définition
Un produit scalaire sur E est une application ¢ : E x E — C telle que:
e ¢ est linéaire a droite:

Ve,y,z € ENNA € C p(z,y + A.2) = ¢(z,y) + Ao(x,y)

e ¢ possede la propriété de symétrie hermitienne :

Vz,y € E, p(z,y) = ¢(y, z)

e ¢ est définie positive.
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Définition
Un espace préhilbertien complexe est un C-EV muni d’un produit scalaire.

Propriétés :
e Relation de polarité:

1
o,y € B, < 2,y >= J(lz +yll" + o+ yl* — ol +yl* = -2+ yll")

e Identité du parallélogramme:
2 2 2 2
Vz,y € B, |z +ylI” + l — ylI” = 2(ll=[I” + lly[I")

e Inégalité de Schwarz:
Vz,y € B, |<z,y>| < |zl [ly]

2 Orthogonalité

Définition
e Deux vecteurs x et y sont dit orthogonaux si < x,y >=10
e Deux SEV F et G sont dits orthogonaux si V(z,y) € F X G, < z,y >=0
e Si A est une partie de E, on appelle orthogonal de A et on note:

At ={z € E/Na€ A, < a,x >=0}

Propriétés :
e Pour toute partie A de E, A+ est un SEV .
o Al =[Vect(A)]"
° FﬂFJ‘ =0
e Si E est un EVN de dimension finie: F & F+ = F
e ACB= Bt c At
o AC AT
e Al B& AC BtouBcC At

Définition

Soit (u;,i € I) une famille de vecteurs de E.

La famille est dite orthogonale si Vi # j, < u;, u; >= 0.

La famille est dite orthonormale si Vi, j € I, < u;,u; >= ;.

Theoréme
Une famille (u;) orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Theoreme de Pythagore
Soient z,y € E deux vecteurs orthogonaux. Alors : ||z + y||° = ||lz||* + ||y/|*-
Si E est un R-EV: ||z +y|” = ||l=z]|* + |ly||> © 2 et y sont orthogonaux.

Theoréme Généralisation
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Sizy,...,x, sont deux a deux orthogonaux.

n
Alors : ¢ |2y, ldots, z,||” = Z [EAl
i=1

Theoreme

Soit (u1, ... ,U,...) une famille dénombrable libre.

Alors : , il existe une famille (eq,... ,eg,...) telle que Vk, Vect(uy,... ,u) = Vect(e,... ,ex).
Theoreme

Soit (u1, ... ,u,...) une famille libre.

Alors : il existe une famille orthonormale (e}, ... , €}, ...) telleque Vk, Vect(uy, ... ,ux) = Vect(el, ... ,e)
Theoreme

Soit F' un SEV de dimension finie de E.
Alors : F' admet au moins une base orthonormale.

Theoréme Procédé d’orthonormalisation de Schmidt
Pour toute base U = (u1, ... ,u,) de E.
Il existe une unique base & = (ey, ... ,e,) de E telle que:

e 2 est une base orthonormale.

o Vk e {1,... ,n}, Vect(ey,...,e,) = Vect(u, ... ,uy)
e ¢e.up >0

3 Projection orthogonale sur un SEV de dimension finie

E un EV préhilbertien.
F un SEV de dimension finie de FE.

Theoréme
F' admet une base orthonormale.

Theoreme

FeoFt=E

Définition

La projection vectorielle de F' parallelemet & F- est appelée projection orthogonale sur F.
n

On a donc: Vz € E,pp(x) = in.ei.
i=1

Définition

Soient P une partie non vide de E et z € FE.

On appelle distance de z & P le réel d(z, P) = infyep ||z — y]|-

Theoréme
Soient pr la projection orthogonale de F et z € E. On a d(z, f)? = ||z — pr(@)||” = ||z|” - ||pr(2)]*.
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Espaces vectoriels euclidiens

1 Généralités

Définition
Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Theoreme de la base orthonormale incompléete
Pour toute famille (uy,...,u,) orthonormale de E, il existe n — p vecteur epiq,...,e, tels que
B ="1,---sp,€pt1,---,€) est une BON de E.

2 Usage des BON dans un espace vectoriel euclidien

n T
Soit x € E,x = in.ei;X =

i=1 Tp

n U1
SoityEE,y=Zyi.e,~;Y= .-

i=1 Yn

Propriétés :

o <1,y >= szyz ='XY =YX
i=1

o |zl ='X.X

n
..T:E <Z,e; > .6
i=1

3 Projecteurs orthogonaux

Définition
Soit F' un SEV de FE.
La projection orthogonale sur F' est la projection sur F parallelement & F'*-.

Theoréeme
Soit p un projecteur de E. p est un projecteur orthogonal < Vz,y € E, < p(z),y >=< z,p(y) >

Theoreme
Soient F' un SEV de E et # = (ey,... ,ex) une BON de F.

n
pF(x) = Z <z, > .€
i=1

4 Symétries orthogonales
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Définition
La symétrie orthogonale Sy par rapport & F' est la symétrie par rapport & F parallelement & F'*.

Theoréeme
Soit S une symétrie.
S est une symétrie orthogonale < Vz,y € F, < S(z),y >=< z,S(y) >.

Définition
Une réflexion est une symétrie orthogonale Sg ol F' est un hyperplan de FE.

Définition
Fun SEVde FetaeFE.
dist(a, F) = infyep ||la — z||.

Theoréme
dist(a, F') = ||a — pr(a)]|

5 Adjoint d’'un endomorphisme

Theoréme
Soient E un espace vectoriel euclidien et f € Z(FE).
Alors : il existe un unique endomorphise g € Z(FE) tel que Vz,y € E, < f(x),y >=< z,9(y) >

Définition
L’unique endomorphisme g de FE qui vérifie Vz,y € E, < f(z),y >=< z,g(y) > est appelé 'adjoint
de f. On le note f*.

Propriétés :
e f > f* est un automorphisme involutif de .Z(FE).
Vf.g€ Z(E), (gof) = frog
Id* =1d
Vg € GI(E), (¢")~" = (¢7')*
ker f* = (Im f)" et Im f* = (ker f)©

Theoreme
Soient & une BON de E, M la matrice de f dans la base %.
Alors : la matrice de f* dans la base % est ‘M.

Propriétés :
e f et f* ont méme déterminant, méme trace, méme polynome caractéristique, mémes valeurs
propres.

e f diagonalisable <& f* diagonalisable.
e f trigonalisable < f* trigonalisable.

6 Endomorphisme autoadjoint
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Définition
f € Z(F) est autoadjoint (ou symétrique) si f = f*.

Theoréeme
Soit M la matrice de f dans une BON .
f autoadjoint < M symétrique.

Theoreme
L’ensemble .#(F) des endomorphismes symétriques de E est un SEV de .Z(F).
L’application f — #4(f) est une isomorphisme de .7 (E) sur .7, (R).

7 Automorphisme orthogonal

Définition
Soit f € Z(E).
On dit que f est un automorphisme orthogonal si fof* = f*of = Idg

Theoreme
Soit, f € Z(FE). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
e f conserve la norme: Vx € E, || f(z)|| = ||z||-

e f conserve le produit scalaire: Vz,y € E, < f(x), f(y) >=< z,y >.
e f est un automorphisme orthogonal.

Theoreme
L’ensemble &'(E) des automorphismes orthogonaux de E est une sous-groupe de GI(E).

Propriétés :
e (det f)2=1
e Soit f € O(F), alors (f) C {—1,+1}
e Soit F un SEV stable par f € @(E). Alors (“F) est stable par f.
Les endormorphismes fr et fr. induits par f sont orthogonaux.

Définition
Un automorphisme orthogonal f tel que det f =1 est appelé une rotation.
On note O, (FE) ou #O(F) 'ensemble des rotations.

Définition

M € #,(R) est dite orthogonale si ‘MM = M'M = I,
Theoréme

Soient # une BON de E et f € Z(E).

f € OE) & My(f) € O.(R)

Theoréme
O, (R) est un sous-groupe de GI,R.

Theoréme
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Soient £ une BON de E et % un systéme de vecteur de F.
% est une BON de E < la matrice de % dans la base Z est orthogonale.

Theoréme

Soit # une BON de E et soit f € Z(F).
f € O(e) & f(A) est une BON .
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Espaces affines

1 Introduction
En géométrie classique:
e Espace & contenant des points.
e Espace vectoriel # contenat des vecteurs.

EXE — W
(A,B) — AB "
e Relation de Chasles: AB + BC = AC
e VACENT cW,3IMe &AM =7
Cette axiomatique définit & comme espace affine de direction # .

Il existe une application ¢

Theoréme

Soit E un R-EV .
ExE — FE

(a,b) +— ab=b—a"

L’introduction de ’application ¢ munit le R-EV E d’une structure affine canonique.

Soit ¢

2 Translation

Définition
Soit W € E.

La translation de vecteur W est I'application T4 o

E E

M M =M+ "
Theoréme

L’ensemble (7, 0) des translations est un groupe abélien.

3 Sous-espace affine

Définition

Soit F un espace affine.
On appelle SEA d’origine A de direction le SEV F de E 'ensemble W = A+F = {M € E,M = A+ W/ € .
On appelle dim W = dim F'.
MeWsAM e F.

Propriétés :
e M\NcW=MNcF
e Non unicité de I'origine.
e Unicité de la direction.
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Theoréme
W est un SEV < 0 € W.

Définition
Si dim W = dim W', alors W/ /W' si W = W".
SidimW < dim W', alors W est parallele & W' si W c W

Theoréme
W//W'=WAW' =0ouW Cc W'

Theoréme
WAW' =0 ou W(W' est un SEA de direction Wﬂ W

Définition
W et W' sont supplémentaires si W @ W' = E. Dans ce cas WAW'={A}.
4 Etude analytique

Définition

On appelle repere cartésien de W: Z = (O, %) avec O un point de W et B une base de w.
Changement de repeéere

Soient :

o % = (0, %) I'ancien repere.
o #' = (0',#') le nouveau repere.
e X la colonne coordonée de M dans Z%.
e X' la colonne coordonée de M dans Z'.
e X, la colonne coordonée de O' dans Z#.
o P=Py g

Alors: X = Xp + P.X'

Définition
D=A+TD = A+ Vect(D)
M=A+\7"

x T a

yl=1w]|+A|0b

z 20 c
Définition

P=A+?=A+Vect(ﬂ),ﬁ))
M=A+\W+p7v

!

x Zo a a
yl=lwyw | +X 0] +pulV
z 20 c c
Theoreme

Toute droite D a une équation cartésienne du type: D : a.x 4+ b.y = ¢ avec a.b # 0.

Vecteur directeur de D: (_ab).

67



Techniques

e D= (A7)
T Ta G
y ya b =0
1 1 0
« D=(4,B)
T Ta T
y ya yp|=0
1 1 1
o M, My, M3 alignés:
1T T T3
y1 Y2 y3| =0
1 1 1

Trois droites Dy, Dy, D3 sont concourrantes ou paralleles.

a1 G2 asg
b1 b2 b3 :0
Ci Co C3
e Parallélisme:
a; b
D\//D; & al b; =0
Theoréme

Tout plan P de E a une équation cartésienne du type: a.x + b.y 4+ c.z = d avec a.b.c # 0.
Techniques

a 0 0
e P=(A,B,C)avec A[0|;B|b]|;C|0O
0 0 c
Yy oz
co2d4 21
+b+c
oP:A-i—?
rT—x9 a d
MePesAM e P o (AM, @, 7)lide s |y —yo b | =0
z2—2z ¢
e P=(A,B,0C)

ITM — XA TB—TA Tc —TA
Ym —Ya Yp—Ya Yo —Ya| =0
ZAM —RA RB —RA RC —RA

e P//P' < rang (Z, é), C,) =1
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Définition
a.r+by+cz=d

Droite dans l’espace : intersection de deux plan: D { datby+cda=d

avec rangD = 2.
5 Barycentre
Définition

Soit S = {(Ai, @) };<;<, un ensemble de points pondérés.
Si )" a; # 0 alors il existe un point G unique de E vérifiant les conditions équivalentes suivantes:

[ Z?:l aZCﬂZ = U)

e Pour tout point O fixé de E: O@ =

Z?:l @ ‘
e Pour tout point M de E: > o MA; = (D01 o) MG.

1=

On dit alors que G est le barycentre du systeme S.

Propriétés :
e L’ordre est indifférent.
e Le barycentre de {(A4;, ;) } = barycentre de {(A;, k.c;)} pour k # 0.

e Associativité.
e Soit WunSEAde E.Vie NA, e W=GeW.
e [A; B] = {barycentre de {(A,a),(B,b)}aveca,b € Ry }.

6 Géomeétrie affine euclidienne

Définition

d(M,N) = MN = HWH —

Soient D : a.x 4+ b.y + ¢ = 0 et M, (20)
0

|D(My)| _ la.zo + b.yo + ¢

d(M,, D) =
( 05 ) 7 /70,24-])2
Zo
Soient P:a.x+by+cz+d=0et My | yo
20
P(M, . . .
d(My, P) = | (_>O)| _ la.xo + b.yo + c.zo + d|
Izl Va2 + b + 2
To
Soit D = (A, @) une droite de 'espace et My | vo
<0
HW/\W’H
d(My, D) = *+———"

[
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Définition

Soient W, et W, deux SEA de E.

On dit que: N
o W, et W5 sont orthogonales si W7 1L Wj.

— 1

e W, et W, sont supplémentaires orthogonales si Wi = Wj.
. . e L
e W, et W, sont perpendiculaires si W, L W, .

Définition
— 7
tan(D, D') = ﬁ_deg’? n” )
Définition
n — _
(D, D") = 0 avec 6 = arccos W
n — _
(P, P') =0 avec § = arccos m

(D, P) = 6 avec § = arccos ( w7 )
, = Vi = ar L —
1@ 17

7 Lignes de niveau
8 Similitudes du plan

Définition

f est une similitude de rapport £ si { / affine

VN.M e E,M'N'=k.NM °
Theoréme

- f affine
f est une similitude de rapport k£ < { 7* =k.W, avec ® € O(E) ~

Theoréme
L’ensemble des similitudes (S(F),0) est un groupe.

L’ensemble S*(F) = {f € S(E), ? =k.U, avec ® € SO(E)} est un sous-groupe de S(E).

Edtude analytique
Une similitude directe est entierement définie par:

'\ [z Tk cos(f) —sin(h) x
v \wo “\sin(f) cos(f) ) \y
Utilisation des conplexes
Une similitude directe est entierement définie par:

2 =az+b

k =la| et 8 = arg(a)[27]
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Theoréeme
Les similitudes du plan conservent les angles orientés.

Theoréme
Etant donnés deux segment [AB] et [A’B’] non triviaux, il existe une similitude unique f telle que
f(A) = A’
f(B)=DB""
Si A’E’:E, f =Tz avec Wzﬁ.
Si AB' # AB:
A'B’
o k= .

AB
o 0= (AB, AB)[2n].
QA
0A

= k: Q) est 'intersection d’un cercle et d’un arc de cercle.
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Applications linéaires

1 Généralités

Définition

f est linéaire si:
o Vz,y € E, f(z +y) = f(z)+ f(y).
o Vz e EVAeK f(Ax) = A f(x).

Theoréme
[ est linéaire si et seulement si: Vo,y € E,VA € K, f(z + A\.y) = f(z) + A.f(v).

Propriétés :
e f(Og) =Op.
o [ Aiwi) =2 Nif ().
e Aestun SEV de E = f(A) est un SEV de F.
e Si B est un SEV de F, alors f~!(B) est un SEV de E.

Définition
feZ(EF)

f est un isomorphisme si { F bijective

Theoreme
Si f est un isomorphisme de E vers F, alors f ! est un isomorphisme de F vers E. On dira que
E et F' sont isomorphes.

Theoréme
(Z(E,F),+,-) est un K-EV .

Theoreme
Solent f € Z(E,F) et g € Z(F,G).

gof € Z(E,G)
Définition
f est un endomorphisme si { f fe_"g(_E;’ 5 ) . On note .Z(F) 'ensemble des endomorphismes de E.

Theoréme
(Z(E),+,o0,-) est une K-algebre.

Définition 2(8)
. .| feZ(E

f est un automorphisme si { £ bijectif

On note GL(FE) 'ensemble des automorphismes de E.

Theoréeme
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(GL(E),0) est un groupe linéaire. C’est le groupe linéaire de F.

2 Image-noyau

Définitions

Im(f) = f(E) = {f(2),z € E}

ker(f) = f7({0r}) = {2, f(2) = Or}

Propriétés :
e Im(f) et ker(f) sont des SEV .
e f surjective & Im(f) = F.
e f injective & ker(f) = 0p.

Résolution de 1’équation linéaire f(z) =b

e b ¢ Im(f), alors ’équation n’a pas de solution.

e be Im(f), alors 3zg € E, f(xo) = b

Dans ce cas f(z) = b < x =z + u avec u € ker(f).

3 Familles de vecteurs
Theoréme

o Aliée = f(A) lide.

. { fAhbre = f(A) libre.

injective

e A est génératrice de E = f(A) est génératrice de f(FE).

Si f surjective f(A) engendre F.
. { A est une base

f injective = f(A) est une base.

4 Projecteurs

Définition
Soit ¥ = E; & E».
F — FE _
T = I k
p est la projection de E sur E; parallelement a Ej.
q est la projection de E sur Ej parallelement a Ej.

p et g sont des projections associées.

Propriétés :
e pe Z(E).
bop = p.
Inv(p) = E).
Im(p) = E; et ker(p) = Eo.
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Définition
f: E — E est un projecteur sur { f € 2(E) .

fof=f

Theoreme
Toute projection est un projecteur.

Theoréme

Si p est un projecteur alors:
e Im(p) et ker(p) sont deux SEV supplémentaires de E.
e p est alors la projection sur Im(p) parallelement & ker(p).
e g =1idg — p est le projecteur associé a p.

Theoreme
Soient Fy,...,F, des SEV de E tels que E = @ F; (x).
E:E@Gz avec Gz:F1@®E—1®E+1®®Fn
Soit p; la projection vectorielle sur F; parallelement & G;.
La famille (p;,0 <7 < n) est dite associée a la décomposition (x).
Les p; sont des projecteurs tels que:

> pi=idp

5 Symétries

Définition
Soit F = El D EQ.
F —- F F —- F

S ) Sa
r = X1 — T2 r = X9— I

S1 est la symétrie de E sur E; parallelement a Fs.
Sy est la symétrie de E sur F, parallelement a E.
p et g sont des symétries associées: Sy = —57.

Propriétés :
e Sec Z(E).
e SoS=25.
e Inv(S) = E; et Opp(S)
o ker(S) =0g et Im(S) =

= EQ.
E.

Theoréme
Toute symétrie est un endomorphisme involutif.

Theoréeme

Soit f un endomorphisme involutif.

Inv(f) et Opp(f) sont deux SEV suplémentaires de E. f est la symétrie par rapport a Inv(f)
parallelement & Opp(f).

Relation symétrie projecteur

S = 2.]) - ZdE
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6 Dualité

Définition
Une forme linéaire est une application linéaire de E dans K.
On note E* = Z(E,K).

Theoréme

Soit ¢ € &*, alors ker(p) est un hyperplan de E.

Soit H un hyperplan de E. Il existe au moins une forme linéaire p € E* telle que H = ker(yp).
Soient ¢ et o deux formes linéaires non nulls.

Pour que ker(y1) = ker(ips),il faut et il suffit qu’il existe A € K tel que ¢y = A.¢.

Theoreme
Soit # = (e, ... ,e,) une base de E.

Soient €] : T — x;.

B* = (€],...,er) est une base de E*.

Theoreme
Si dim(FE) = n, alors dim(E*) = dim(FE).

Définition
Soient x € & et ¢ € E*.
On dit que x et ¢ sont orthogonaux lorsque < z, ¢ >= ¢(x) = 0.

Theoréme
. E* —» K . . .
Si (uq,...,u,) est une base de E, alors F’ est un isomorphisme de F
= (p(u), .-, o(up))
sur K”.
Theoréeme
* P
Soient (ui, ... ,u,) une famille de vecteurs de E et soit F Er = K .
= (p(ur), -5 e(up))
Pour que F soit surjective, il faut et il suffit que la famille (uq,. .. , u,) soit libre.
Pour que F soit injective, il faut et il suffit que (uy, ... ,u,) soit génératrice.
Theoréme
Soit (¢1,... ,¢p) une famille de formes linéaires sur FE.
4
Soit G E = K .
u = (1(u), ... ep(u)
(¢1,- .-, ¢@n) est une base de E* si et seulement si G est un isomorphisme de E sur K".
Theoréme
Soit (¢1, ... ,¢p) une famille de formes linéaires sur E.
2
Soit G ‘ E—= K .
u = (er(u),. .., 0p(u))
Pour que G soit surjective, il faut et il suffit que (¢4, ..., ¢p) soit une famille libre. Pour que G soit
injective, il faut et il suffit que (¢4, ..., ¢,) soit une famille génératrice.
Theoréme
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Soit € = (¢1, ... ,¢n) une base de E*.
Alors : il existe une base Z de E telle que % soit la base duale de 4.

7 Polynomes d’interpolation de Lagrange
Définition
Vie {1,...,n}, Li(z) =

Theoreme
(Ly,...,Ly) forme une base de K, ;[X].
De plus si on note ¢; : P+ P(z;), (¢1,...,¢p) est une base de E*.

Theoreme de Lagrange

Etant données z1,...,z, deux & deux distincs dans K et (y1,...,y,) € K", il existe un unique
polynéme P de degré < p — 1 tel que Vi € [0;n — 1], P(z;) = v;.

P est le polynome d’interpolation de Lagrange.
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Applications linéaires en dimension finie

1 Détermination d’une application linéaire

Theoreme
Soient & = (ey, ... ,e,) une base de E, et € = (€1, .. ,€,) une famille quelconque de F.

e Il existe une unique f € Z(E, F) telle que f(#) = €.
e f est déterminée par z =Y. z;.e; = f(x) = D | Ti-€i
e f est bijective si et seulement si € est une base de F.

2 Isomorphismes

Theoréme

E =~ F & dim(E) = dim(F)

Theoréme
Soit f € Z(E,F).
Tout supplémentaire de ker(f) dans E est isomorphe a I'm(f).

Définition
Soit f € Z(E, F).

rg(f) = dim(Im(f)) = dim(f(E))

Propriétés :
e Si Z est une base de F, alors rg(f) = rg(f(%) =.
e 7g(f) < dim(E) et rg(f) < dim(F).
e On ne modifie pas le rang d’un application linéaire en la composant a droite ou a gauche par
un isomorphisme.

Theoreme du rang
Soit f € Z(E, F).
dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f)

Theoréme
En dimension finie:

f injective < dim/(ker(f)) = 0 & rg(f) = n < ff surjective < f bijective

Theoréme
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Soit f € Z(FE) (anneau des endomorphismes).

f inversible a gauche < f inversible a droite

3 Dual
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Applications affines

1 Généralités

Définition
Soient E et I’ deux espaces affines.

On dit que f : F — F est affine s’il existe un point A € E tel que ¢ l;;;) : ?(A + ) — f(A)

est linéaire.
Dans ce cas on adonc: V7' € E, f(A+ @) = f(A) + ¢().

Propriétés :
e ¢ est indépendante de A.
e Soient f et g deux applications affines de E dans F', alors

f=g=>T=7

o 7 =7 = 3Ty, g="Tayof.

e Une application affine est parfaitement déterminée par un couple (A, A") de poins homologues
et une application linéaire.

o VM,N € E,N'M' = o(NM) ot M' = f(M) et N' = f(N) avec ¢ = L(f).

.. f affine
e f linaire & .
/ { f(0g) =0F
Theoréeme
ffi
f : E — FE est une translation < _f)a 'ne )
[ =1idg

Définition

Comme ¢ est indépendante de A, on dit que ¢ est 'application linéaire associée & f: ¢ = L(f) = ?
2 Applications affines et sous-espaces affines

Theoreme

Soit f : E — F une application affine.

Soit W un SEA de E tel que W = A+ W
Alors : f(W) = f(A) + F (W).

Définition
Ensemble des points invariants de f: Inv(f) = {M, f(M) = M}.

Theoréme
Soit f : E — E une application affine. N
Inv(f) = 0 ou inf(f) est un SEA de direction ker( f* — idg).

Propriétés :
e l'alignement (ou la coplanarité).
e le parallélisme.
e le barycentre.
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3 Composition: groupe affine

Theoréme
f, g affine = gof affine et g?} = 70?.

Theoréme

Soit f : E — F affine.

f bijective & ? bijective.
Dans ce cas: f ! est affine et L(f!) = (L(f)) 1.

Définition
On appelle transformation, toute bijection affine.

Définition
Soit f: E — F ou FE est un espace affine.
f est une homothétie de rapport k(€ R\ {0;1}) si

f est affine
T =l

Theoreme
Toute homothétie admet un point fixe unique appelé centre.

Theoreme

Le groupe affine (GA(E),o0) ou groupe des transformations est un sous-groupe de I’ensemble des
bijections de E.

(AT, 0) 'ensemble des homothéties et des translations est un sous-groupe de (GA(E),0).

4 Aspect analytique

Theoréme
To
Une application affine est entierement déterminée par un point Xy = | --- | et la matrice A de
In
I’application linéaire associée.
f(X)=Xo+AX

5 Isométries

Définition
Soit. E un espace affine euclidien de dimension 2 ou 3.
f est affine

Soit f: E— E. On dit que f est une isométrie si .
f conserve la norme

Theoréme
f affine

TeorE)

f est une isométrie si et seulement si {

Propriétés :
e Les isométries sont des bijections (donc des transformations).
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e L’ensemble des isométries affines de E': (IS(E),0) est un sous-groupe de GA(FE).

Définition
IST(E) = {f € IS(E), ? € SO(E)} est ’ensemble des déplacements de E.

IS~ (E) = {f € IS(E), ? € O‘(E)} est ’ensemble des antidéplacements de E.

Theoréme
(IST(E),0) est un sous-groupe de (IS, 0).

Définition
ffi
oty | S
= ZdE
Définition
Q) =0
Rq ¢ est 'application affinef : { f% )
= I
Définition N
Soit D une droite affine d’origine A dirigée par k£ et un réel 6.
A=A
f = Rpy I'application affine telle que { ut —[)>f = Rp .
Définition
ffi
Dans le plan: f = Sp & { %a: E’eﬁ .
fhi
Dans l'espace: f = Sp & { J, affine )
= S?»

Compostion des réflexions
Dans le plan: f = SpoSp est un déplacement.

e Premier cas: D//D’, alors SpoSp =T, 3.
e Deuxiemes cas: D et D' sécantes en A, alors SproSp = Ra 2.4
Meéme chose dans I’espace en remplacant les droites par des plans.

Theoréme si dim(E) = 2
IS*(E) est constitué exactement des translations et des rotations.

Theoréme si dim(E) =4
IS (E) est constitué exactement des translations, des rotations et des vissages.

6 Projections

Définition
Soit f: E — E.
.. . | f affine
est une projection si .
f proj { Fof = f

81



Theoréeme
Soit f : E — F affine. N
f est un projecteur de 'EV E

Inv(f) #0

f une projection < {

Theoréme

MI€W1

MI:f(M)@{WEWZ

7 Symétries

Définition
Soit f: E — FE
e f affine
f est une symétrie si { fof =idy

Theoreme
Soit f : E — E affine.

est une symétrie vectorielle

Inv(f) #0

f est une symétrie < {

Theoréme

MM e W,
r__
M —f(M)*i*{ VAT € W,

8 Affinités

Définition

Pour définir une affinité f : E — FE, on se donnera trois éléments:
e le rapport k € R,
e un axe W; SEA de E,

e une direction I/I_/g> avec EVI_/1> @ Wg
f EFE — F

avec M le projeté de M sur W; parallelement a VI_/;

Theoréme
Toute affinité est une application affine.
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Produit vectoriel

1 Produit mixte

Définition
Soient uy, ... ,u,, n vecteurs de E (dim(E) = n).
Le produit mixte de ces n vecteurs est le nombre réel:[uy, ... ,u,] = detg(u1, ... ,u,) ol & est une

BONDquelconque de E.

Propriétés :
e Il s’agit d’une forme n-linéaire alternée.

e Si (z1,...,1,) est une BON alors
e si ¢’est une BOND: [zy,...,z,] = +1
e sinon [z1,...,x,] = —1

e Cas ou dim(F) = 2:
Soient u,v € E non nuls.

(u, v) = O[7]
, [u, v]
sin(f) = ————
[[ull - ol
e |[u,v]| = Aire du parallélogramme engendré par (u,v).

2 Produit vectoriel

E est un espace orienté de dimension 3.

Définition
Fixons deux vecteurs u et v.

E —
! w = [u,v,w]

9 3

f linéaire donc f € E*.
D’apres I'isomorphisme canonique entre F et E*, il existe un vecteur a unique tel que Yw € F, f(w) =
a.w. Le vecteur a est nommé le produit vectoriel de u et v.

a=uANv

Propriétés :
o (unv)w= (vAw)u=(wAu)v
e uANv=0< (u,v) lide.

(uAv) Luet (uAv) L.
ExE — FE

v (u,v) +— uAwv

;  est bilinéaire et antisymétrique.

e Si (u,v) est une famille orthonormale alors (u,v,u A v) est une BONDde E.
x1 Y1 ToYs — T3Y2

o | T2 | A| Y2 | = |Z3Yy1 — T1Y3
T3 y3 T1Y2 — Talh

e |[u, v, w]| =Volume du parallélépipede engendré par (u, v, w).
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Identité de Lagrange

lu Al® + (u-0)* = Jlull”. [lo]l”
2 2 2 .
[lu A wll” = Jlull”. [|v]]” . sin*(6)

Double produit vectoriel

uN(wAw)=(u-v)v—(u-v)w
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Formes quadratiques

Soit F un R-EV .

1 Forme bilinéaire sur F

Définition
¢ : Ex E — R est une forme bilinéaire si Vo € E,y — ¢(z,y) est une forme linéaire et si
Yy € E,z — ¢(z,y) est linéaire.

Définition
Une forme bilinéaire ¢ sur F est dite symétrique si Vz,y € E, o(z,y) = o(y, x).

Définition
Une application ® : E — R est appelée une forme quadratique sur E s’il existe une forme bilinéaire
symétrique ¢ sur E telle que Vz € E, ®(x) = p(z, ).

Theoréme
L’ensemble #(F) de toutes les formes bilinéaires symétriques définies sur F est un R-EV .

Propriétés :

®(0) = ¢(0,0) = 0.

VA eR,Vz € E,®(\.z) = \2.®(x).

Vo,y € E,®(z +y) = ®(z) + 2.0(z,y) + D(y).

Vr,y € E\VA u € R, ®(Ax + p.y) = X2.8(x) + 2.\ p.o(x, ) + p2.0(y).
(I)(Z?:1 )\zxz) = Z?:l /\12(1)({1'1) + 2. Zi<j AZ)\JQO(.’EZ, 37]').

Theoréme

Soit ® une forme quadratique définie sur E. Alors il existe une unique forme bilinéaire symétrique
telle que Vz € E, ®(z) = ¢(z, ).

@ est appelée la forme polaire de ®.

[z +y) — ®(z) — B(y)]

N | =

Vz,y € E, ¢(z,y) =

[®(z+y) — D(z —y)]

1
vxay € Ea QD(.'L',Z/) = Z

Theoréme
¢ — ® est un isomorphisme de 'EV #(F) dans I'EV Q(FE).

Theoreme Reégle du parallélogramme
Soit ® une frome quadratique sur E.

Ve,y€ E,®(z +y)+ P(z —y) = 2. [@(x) + @(y)}

2 Forme quadratique positive
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Définition
Une forme quadratique ® définie sur F est positive si Vo € E, ®(z) > 0.
® est définie positive si Vo € E,z # 0 = ®(z) > 0.

Theoreme Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit ® une forme quadratique positive sur E, et soit ¢ sa forme polaire.

Alors : Vz,y € E, p(z,y)* < ®(z).9(y).

Dans le cas ou ® est définioe positive: Vz,y € E, p*(x,y) = ®(x).@(y) & (z,y) lide.

3 Cas de la dimension finie

Soit F un R-EV de dimension n.
Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E et ® la forme quadratique associée.

Définition

Soit & = (ey,...,e€,) une base de E.

On appelle matrice de ¢ (ou de ®) la matrice carée A = (a;; € M,(R) avec a;; = ¢(e;, ;).
A est réelle symétrique, ses éléments diagonaux sont ®(e;).

Expression analytique

Soient e =Y xi.e; et y =Y - yi.e; deux vecteurs de E.

I U1
X=|---] et Y = | cdots
Tn Yn

. Soit A la matrice de ¢ dans la base %.

o(z,y) ='X.AY

=1

i<j

Theoréeme

L’application ¢ — A (ou ® — A) est un isomorphisme de 'EV #Z(F) (ou Z(F)) sur .#,(R). D’ou
1

dim B(E) = dim 2(E) = dim .%,(R) = %

Définition

Soient A et B € .%,(R).

A et B sont dites congruentes s’il existe une matrice P € GL,(R) telle que B = *P.A.P.
Effet d’un changement de base

Soit % 'ancienne base, soit %’ la nouvelle base, et soit P la matrice de passage de & a %'
Soient A la matrice de ® sur £, et A’ la matrice de ® sur #'.

Ona A =tPAP.

Theoréeme

Pour que A et B soient congruentes, il faut et il suffit qu’elles représentent la méme forme quadratique
dans deux bases d’'un R-EV de dimension n.

La relation 'A et B sont congruentes’ est une relation d’équivalence sur .7, (R).

Deux matrices congruentes sont équivalentes.

Deux matrices congruentes ont méme rang.

Définition
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On appelle rang de ® le rang de la matrice associée dans une base .
Lorsque le rg(®) = n = dimE, ® (ou ¢) est dite nnon dégénérée, la matrice A de ® est alors
inversible.

Définition

Soit ® une forme quadratique sur E, ¢ sa forme polaire.

Une base Z = (e, ... ,e,) de E est dite orthogonale pour @ si i # j = ¢(e;, €;) = 0.
Donc la matrice de ® sur & est diagonale.

L’expression analytique de ® sur # est de la forme:

O(x) = Zn: 0. T;
i=1

Theoréme
Si @ € 2(F), il existe au moins une base orthogonale pour .

Theoreme
Toute matrice de .7, (R) est congruente & une matrice diagonale donc toute matrice de .7, (R) est
diagonalisable.

4 Signature d’une forme quadratique

Theoreme
Soit & une forme quadratique sur E (avec dim E = n) de rang r, et soit % une base orthogonale
pour .
Posons:
o 7 =Card({i/®(e;) #0}).
o s=Card({i/®(e;) > 0}).
e t =Card({i/®(e;) < 0}).
Les entiers r, s et ¢t sont indépendants de la base orthogonale choisie.
On dit que (s,t) est la signature de @ et r = rg(®).

Theoréeme
Toute matrice symétrique d’ordre 7 et de signature (s, t) est congruente a une matrice de la forme:

I, 0 0
0 -, 0
0 0 0

5 Meéthode de Gauss

Theoreme

Soit £ un EV de dimension n > 1.

Soit ® une forme quadratique sur F et (s,t) un couple d’entiers tels que r = s+t < n.

Pour que (s,t) soit la signature de @, il faut et il suffit qu’il existe des formes linéaires [y,... I,
linéairements indépendantes telles que:

Vi € B, ®(z) = Zli(x)Z - > li@)?

1=s+1
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La méthode de Gauss

On cherche & écrire ®(z) sous la forme Y | A;.l;(z)? ou les [; sont des formes linéaires linéairement
indépendantes et A; des scalaires non nuls.

Soit s le nombre de A; > 0 et ¢ le nombre de \; < 0.

Premier cas: I'un au moins des termees a; est # 0 Par exemple a; # 0.

2
®(z) = ar.(2% + a—.(blg..’L’Q + ot b)) + D (2, Ty)
1

1 > T1 2
(I)(.Z') = as. |:.’l?1 + a—(b12$2++b1n$n):| — [a—(b12$2++b1n$n) +(I>(J)2,... ,l‘n).
1 1

O(z) = a1.l3(z1, ... ,20) + D1 (22, ..., ZTn).
Deuxitme cas: les termes ai, ... ,a, sont tous nuls ®(z) = 2.3, . b;;.7;.2;.
Supposons by # 0.

(x) =2.b1p | T1.72 + 21305 bi.xj + Zg. Z ﬁ.a:j) + & (x3,...,2y,).
12 ;

(.T) = 2. blg (.Tl.l'g + xl.ll(.’E?,, . ﬂin) + Zo. lg(xg, e ,.’En)) + P (.Tg, e ,.Tn).
(.T) = 2 b12 [(.’El +lg($3,... y T )) (1'2 +l1 £C3,. .. ):| .’Eg,... ,$n).
) =

(.T [(.’E1+£E2+12+ll) (.’E1—$2+lg—ll ]+ .’Eg,...,.’En).
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Matrices

1 Structures de M, ,(K) et M, (K)

Theoreme

M, , est une EV de dimension n x p.
Les Ej; constituens une base de E.
Eij X Ey = ;1. Ey

Theoréme
(M, (K), +, x, ) est une K-Algebre.

2 Déterminant

Theoréme
Il existe une et une seule application ¢ : M, (K) € K possédant les propriétés suivantes :

e  est n-linéaire.
e  est alternée.
e (I =1
@ est appelée la fonction déterminant.

3 Trace

Définition
Soit A = (aij € Mn(K)

Tr(A) = Z Qi
i=1

Propriétés :

e La trace est un opérateur linéaire.
Tr(*A) =Tr(A).
Tr(A.B) =Tr(B.A)
e A et B semblables = Tr(A) = Tr(B).
Py(X) = (=1 X"+ (=1)".Tr(A).X" ! +... + det(4).
Si Ay, ldots, lambda,, sont les n racines de P4 dans C, alors:

e > Ni=Tr(A).

o [, A\ =det(A).

4 Utilisation des matrices en algebre linéaire
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Theoréme

Les bases % et ¥ étant fixées, 'application qui a une application linéaire de E dans F' associe sa
matrice dans le couple de bases (%, 7’) est un isomorphsme de 'EV Z(E, F) sur M, ,(K), d’pu
dim Z(E, F) = n.p.

Theoréme

U = (u1,...,u,) est une base de E < Mg 4 est inversible.
Changement de base

Soient :

e Eun EV avec dimE =p et % = (uy,...,up) une base de E.
Fun EV avec dim F'=n et ¥ =' (v{,... ,v,) une base de F.
P=Pyy

X la mtrice de x dans la base %

X' la matrice de z dans la base ¥
Ona: X=PX'
Soient :

e 7' une nouvelle base de E.
e 7' une nouvelle base de F.
e A la matrice de f dans (%, 7).
e A’ la matrice de f dans (%', ¥")
o P= P@/’@// et Q = Py/yy//

Ona: A =Q LAPet A=Q.A.P L

A=Q.A P!

Définition
Deux matrices A et B sont équivalentes s’il existe deux matrices inversibles P € GL,(K) et @ €
GL,(K) telles que B = Q.A.P.

Theoreme

A et B sont équivalentes < A et B représentent la méme application linéaire.
La relation A et B sont équivalentes est une relation d’équivalence dans M, ,(K).
5 Matrices carrées

My, (K) est une algebre.

Theoréme

A = Mg(f) inversible < f bijective.

Theoreme
A € #,(K) inversible & 3B € #,(K)/A.B =1,

Propriétés :
e VA Be GL,(K),(AB)™' =B~ 1.A7!
e VA€ GL,(K),'A € GL,(K) et (!A)~1 =¢{(A™1)
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Définition
Deux matrices A, B € M, (K) sont semblables s’il existe une matrice inversible P € GL,(K) telle
que B=P 1 AP.

Propriétés :
e La relation A et B sont semblables est une relation d’équivalence.
e Deux matrices semblables sont équivalentes.

6 Rang

Définition
Soit ¢ = (U1, ... ,Up).
On appelle rg(¢p) la dimension du SEV F = Vect(uy,... ,u,).

Theoreme
Soient f : E — F une application linéaire injective et ¢ = (u1, ... ,u,) un systéme de vecteurs de E.

rg(flur), ..., flun)) =rg(us, ..., u,)

Définition
Soient E et F' deux EV de dimension finie sur K et f € Z(E, F).
On pose rg(f) = dim(Im(f)).

Theoreme
Si & = (u1,-..,uy) est une base de E, alors rg(f) = rg(f(u1),---, f(un)).

Définition

Soit A = (CLZ']') € Mn,p(K)

Notons C; les colonnes de A.

On appelle rg(A) le rang de (C4,...,C,) dans 'EV K".

Theoréme

Soient :
o et Fdeux K-EV .

o dim(E) =p et dim(F) = n.
o fc X(E, F) et A= M@/,y/(f).
Alors = rg(f) = rg(f(u1,--- ,un) = rg(A).

Theoreme
Soit A € M, ,(K), alors rg(*A) = rg(A).

7 DMatrices extraites
Définition

On appelle matrice ”extraite” de A toute matrice obtenue en supprimant certaines lignes et certaines
colonnes de A.
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Theoréme
Si B est extraite de A, alors rg(B) < rg(A).

Theoréeme
Soit A € M, ,(K), le rang de A est égal au maximum des rangs des matrices carées inversibles extraite
de A.

Définition
Un bloc extrait de A € M, ,(K) est une matrice extraite de A formée de lignes et de colonnes
consécutives.

Matrices par blocs
Soient A € M, (K),C € M,(K).

u{32)

det(M) = det(A).det(C)

8 Opérations élémentaires
Traduction en terme de produit de matrices
e a I, on applique L; <+ L;: P;;.
e a I, on applique L; <~ L, + A\.L;: T;;(\) = I, + \.E};.
e a [, on applique L; < A\.L;: A;(N) =1, + (A —1).Ej;.
o det(P;;) =—1
det(T; (V) = 1
det(A4;(N\)) = A

Theoreme

Soit M = (aij € Mn’p(K)

On obtient les transformations usuelles sur les lignes de M en multipliant & gauche par les matrices
correspondantes.

On obtient les transformations usuelles sur les colonnes de M en multipliant a droite par les matrices
correspondantes.

Theoreme

Soit A € M,(K) une matrice non nulle.

Par une suite d’opérations sur les lignes et les colonnes de M on peut transformer M en une matrice
de la forme:

b11 0 . 0
0 by O
0 0 0 O

Theoreme
Soit M € M, ,(K), par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de A, on
peut transformer A en une matrice équivalente de la forme J,.

Theoréme
Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elle ont le méme rang.
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Theoréme
Soit A = (a;;) € GL,(K), par une suite d’opérations portant seulement sur les lignes de A, on peut
transformé A en la matrice I,,.

9 Equations linéaires

Formules de Cramer
Soit . & A.X = B avec A= (Cy,...,Cy).
Posons A; = det(Cy,...,C; 1,B,Cit1,...,Cy).

xZ_A

Theoreme
Les opérations élémentaires transforment le systeme (%) en un systéme équivalent.

Theoréme
Par une suite d’opérations élémentaires sur () et quitte & changer la numérotation des variables,
on peut transformer (%) en un systéme équivalent de la forme:

a11.1+ ...+ Q1 Tp + ...+ A1p-Tp= b1

Qpp-Tp + ...+ Qpp-Tp= by
O:br—i—l
0= by,
10 Trigonalisation

Définition
f est ”trigonalisable” s’il existe une base E dans laquelle la matrice A de f est triangulaire.

Theoreme
Pour que f soit trigonalisable, il faut et il suffit qu’il existe un drapeau (Fi,...F,) de sous-espaces
stables par f.

Theoreme
Soit, f € Z(F), pour que f soit trigonalisable, il faut et il suffit que le polynoéme caractéristique de
f soit scindé dans K[X].

Theoréme
Py(X) = Peg.

Theoréme

Soit A € M,(K).

A est dite trigonalisable s’il existe une matrice triangulaire 7" et une matrice inversible P telle que
T =P 1AP.

Theoréme
Soit u € Z(F) (ou A € M,(K)), les propriétés suivantes sont équivalentes:
e 1y est trigonalisable
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e P,(X) (ou Py) est scindé dans K[X].
e Il existe un polynéme P, scindé dans K[X] tel que P(u) =0
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Applications multilinéaires

1 Formes trilinéaires
Regle de Sarrus

M=(z1 y1 21 @2 Y2 22 T3 Y3 23)

det M = x1.y2.23 + X3.Y1.22 + X2.Y3.21 — X3.Y2.21 — T2.Y1.23 — Y3.22.21

Theoreme
Les formes trilinéaires et alternées sont exactement les applications f = K. detg.

Propriétés :
o dety(#)=1dou k= f(AB).
e (u,v,w) base de F < detg(u,v,w) # 0

2 Formes n-linéaires

Définition
Soit ¢, E = F
¥i — f(ul,...,uj,...,un) '
[ est n-linéaire si Vj € {1,... ,n} ¢; est linéaire.
Définition

Soit f une application n-linéaire.
e f est alternée si

{ 17 = fUry e Uiyeen s Ujy e, Uy) =0

U; = U,j
e f est antisymétrique si pour toute transposition de .7, :
f(uT(1)7 s 7u7'(77.)) = _f(ub s :un)

e f est symétrique si pour toute transposition de S, :

f(uT(l)a s ?U’T(n)) = f(ula s ;Un)
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Theoréeme

Soit f une application n-linéaire.

f est altérnée < f est antisymétrique.
Pour toute permutation o € .7, :

f(f(ua(l), [P ,ua(n)) = 6(0’).f(u1, .. ,un)

3 Etude générale du déterminant

Définition

detg(ur, ... ,un) = Y €(0)II 200)1
0ES n

Theoréme

Les formes n-linéaires et alternées sont exactement les applications f = k. detg

4 Déterminants et bases

Theoréme
Soit A = (u1, ... ,u,) famille de n vecteurs de E.
A est une base de F < detg(A) #0

Définition

Orientation d’un R-EV .

Soient 4 une base de référence et %' une autre base de F.
e si detg(#') > 0 on dira que £ et %' ont méme sens.

e si detgz(#') < 0 on dira que & et ' sont de sens contraires.

5 Déterminant d’un endomorphisme

Définition
Soit, f € Z(E). det f = detgz(f(£4)) ou £ est une base quelconque de E.

Propriétés :
o detg(f(ur),..., f(u,)) = det(f) x detg(uy, ... ,uy)
* Vf,g9 € Z(E),det(gof) = det(f). det(g)

1
e f € GL(E) & det f # 0 dans ce cas det f~! = &t

6 Déterminant d’une matrice
Définition

VA € M,(K),3f € Z(E),M = My(f)
det(A) = det(B)
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Propriétés :
e det(A.B) = det(A).det(B)

1
1y _
e Ae GL,(K) < det(A) # 0 dans ce cas det(A™1) = det ()
e B semblable & A = det(B) = det(A)
e det(*A) = det(A)
Transformations
Transformation Action sur le déterminant
Ci < C; changement de signe
Cj + pn.Cj multiplication par pu
C; + C; + \.C; pas de changement
Ci+ >, e pas de changement
Cl — 01
02 — 02 + O!.Cl

Cn — Cn + )\1.01 + ...+ )‘n—l-Cn—l

7 Comatrice
Définition

Le mineur de a;; est le déterminant d’ordre n — 1 obtenu a partir de det(A) en supprimant la colonne
J et la ligne 7.

Définition
Le cofacteur de a;; est (—1)""7.A;; oit A;; est le mineur.

Définition
La comatrice de A est la matrice des cofacteurs.

Theoréeme
A x tcom(A) = tcom(A) x A =det(A) x I,
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Réduction des endomorphismes

1 Sous-espace stable par un endomorphisme

Définition

Soient E un K-EV et u € Z(E).

Un SEV F de F est dit stable par u si u(F) € F.

L’application up : F' — F définie par Vx € F,up(z) = uz) est un endomorphisme de F', on le nomme
endomorphisme induit par u sur F.

Theoréeme
Soit v € .Z(F) qui commute avec u. Alors : I'm(v) et ker(v) sont stables par v.

Theoreme
Soient zy € E\ {0} et D = Vect(z).
Pour que zD soit stable par u, il faut et il suffit qu’il existe A € K tel que u(xg))\.zo.

Theoréme
Soient H un hyperplan de E et [ la forme linéaire associée (H = ker(l)).
H est stable par u < 34X\ € K lou = A.l.

Theoréme
ay

L’hyperplan d’équation ay.z1 + ... a,.z, = 0 est stable par u si et seulement si | --- | est un vecteur
Qn
propre de tM,.

Theoreme

Soit E = P F;.

Pour que les SEV Fi, ..., F), soient stables par u, il faut et il suffit que la matrice de v dans la base
2 soit diagonale par blocs.

Définition

Soit £ un EV de dimension n.

Un drapeau dans E est une suite croissante de SEV: I} C ... C F,, = E avec dim(F;) = i.

Theoreme

Soit u € Z(E).

v ‘ KX] — Z(E)
P —  P(u)

Im(V) ={P(u), P € K[X]} est une sous-algebre commutative de .Z(F).

est un morphisme d’algebre.

Soit M € M, (K).

KX S M)
P — P(M)
Im(V) ={P(M), P € K[X]} est une sous-algebre commutative de M, (K).

2 Vecteurs propres, valeurs propres

est un morphisme d’algebre.
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Définition
Soient F un K-EV de dimension quelgconque et u € Z(F).
Un vecteur zo # 0 est appelé vecteur propre de u s'il existe A € K tel que u(zg) = \.xzo.

[’ensemble des valeurs propres de uest le spectre de u:(u).
Si A €l u), 'ensemble Ey = {z € E/u(z) = A\.z} est un SEV de E.

Propriétés :

e 05 €l u) = ker(u) # {0} = u non injectif.
Soit A €( u), alors, Ejy est stable par u.
Soit A €l ), avec A # 0, alors Ey C I'm(u).
Si A €lu), forallk € N, \¥ (k).

Si P € K[X], P(\) € u).

Theoreme
Soit P € K[X] annulateur de u, alors pour toute valeur propre A de u, on a P(\) = 0.

Theoréeme
Soit u € Z(F). Soient A; les valeurs prorpres distinctes de u et pour chaque i, soit z; un vecteur
propre associé a \;.

Alors @ (z1,... ,x,) est un systeme libre de E.
Theoréme
Soient F1, ..., E, les sous-espaces propres associés aux valeurs propres distinctes A, ..., A,.

Alors : la somme E; + ...+ E, est directe.

3 Cas de la dimension finie

Définition
Les éléments propres de A sont par définition les éléments propres de I’endomorphisme associé.

Définition
On appelle polynéme caractéristique d’une matrice A, le polynéme P4(X) = det(A — X.1I,,).

Propriétés :
e P, est un polynome de degré n et de coefficient dominant (—1)".

e Le coefficient de X"~ ! est (—1)". Tr(A).
e Le coefficient constant est det(A).

Theoreme
Soient A, B € M, (K) semblables, alors A et B ont méme polynéme caractéristique.

Définition
On appelle polynome caractéristique d’un endomorphisme f le polyndéme caractéristique de sa matrice

A dans une base ZA. Cette définition ne dépend pas du choix de la base.

Theoréme fondamentale
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Soient f € Z(F) et Py sont polyndme caractéristique.
Soit A € R.
Aelf)ye Pr()) =0

Définition
Soient f € Z(F), Py sont polynéme caractéristique et A une valeur propre de f.
L’ordre de multiplicité de la valeur propre A est 'ordre de multiplicité de la racine A de P.

Theoreme
Soient E' un K-EV de dimension n et f € Z(F).
Soient F' un SEV stable par f et fr ’endomorphisme induit ar f sur F.

Py, est un diviseur de P

Theoréme

Soit A une valeur propre de f d’ordre a.
Alors 1 < dim(E)) < a.

Theoreme de décompostition des noyaux
Soient P et (Q deux polynémes premiers entre eux et soit u € .Z(F).
Alors : ker[(PQ)(u)] = ker[P(u)] @ ker[Q(u)].

Theoréme : Généralisation
Soient P, ... , P, des polynémes premiers entre eux, Alors : ker[(P1Ps. .. P,)(u)] = @, ker(P;(u)).

Theoreme
Soient Aq,..., A, des valeurs propres distinctes de u.
Alors : les polynémes (X — Aq),...,(X — \,) sont premiers entre eux, donc la somme des SEV

ker(u — \;.idg) est directe.

Theoréeme
Soit P un polynome annulateur de u.
Supposons que P = Q1.Qs. ... .Q), ou les (); sont premiers entre eux.

Alors : @ ker(Q;(u)) = E.

Theoreme
Soit £ un K-EV de dimension n.
Siue Z(E), alors il existe au moins un polynéme P non nul tel que P(u) = 0.

Theoreme de Caley-Hamilton
Soient u € .Z(F) et P, son polynéme caractéristique.

Alors : Py(u) =0.

Définition

Soit u € Z(E).

I={PeK[X],P(u) =0}

Le polynéme minimal de u est I'unique polynéme unitaire Py tel que I = . K[X].
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4 Diagonalisation

Définition
u € Z(F) est dit diagonalisable, s’il existe une base de F dans laquell la matrice de u est diagonale.

Theoréme
Soit u € Z(F), u est diagonalisable si et seulement si E est somme directe des SEV propres de u.

Theoréme

Soit u € Z(E).

Pour que u soit diagonalisable, il faut et il suffit que le polynéme caractéristique de w soit scindé
dans K[X].

Pour que u soit diagonalisable, il faut et il suffit que pour toute valeur propre A, la dimension de E),
soit égale a ’ordre de multiplicité de .

Theoreme
Soit u € Z(F). Pour que u soit diagonalisable, il faut et il suffit qu’il existe un polynéme scindé, a
racines simples P tel que P(u) = 0.

Theoreme
Py= Py
5 Trigonalisation

Définition
Soit A € M,(K), A est dite trigonalisable §’il existe une matrice triangulaire 7" et une matrice
inversible P telles que T = P~1.A.P.

Theoréeme
Pour que A soit trigonalisable, il faut et il suffit que P4 soit scindé.

Theoreme

Soit u € Z(FE), les propriétés suivantes sont équivalentes:
e y est trigonalisable.
e P, est scindé dans K[ X].

e il existe un polynéme P, scindé dans K[X] tel que P(u) = 0.

Theoréeme
Soit A € M,,(K). Soient \; les valeurs propres distinctes de A et «; leurs ordres de multiplicité.
Alors :

L] T’I"(A) = ZazAz

o det(A) =[] A

101



Etude globale des fonctions

1 Généralités

Theoréme
(Z(I,R), +, X, -) est une R-algebre commutative.

Définitions

f est majorée s’il existe un réel A tel que Vx € I, f(z) < A.
f est minorée s’il existe un réel A tel que Vz € I, f(z) > A.
f est bornée si f est majorée et minorée.

Theoréeme
f est bornée si et seulement si il existe K € R, tel que Vz € I,|f(z)| < K.

Theoréme
L’ensemble des fonctions bornées est un SEV de % (I, R).

Définitions
sup(f,9) = 5 (f +9+1f ~ )
inf(f,g) = 3 (7 +9 1 g
e
Définitions

e f présente un maximum global (ou absolu) en a si Vz € I, f(z) < f(a).
On note f(a) = maxger f(x).

e f présente un minimum global (ou absolu) en a si Vz € I, f(z) > f(a).
On note f(a) = minge; f(z).

Si les inégalités sont strictes pour x # a, on parle d’extremum stricte.

Définitions
e f croissante si Vz,2' € I,z < 2’ = f(x) < f(z').
e f décroissante si Vz,2' € I,z < 2’ = f(z) > f(z').
e f strictement croissante si Vz,z' € I,z < 2’ = f(x) < f(2').
e [ strictement décroissante si Vz,z' € I,z < z’' = f(x) > f(z').
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Theoréeme
Si f et g sont monotones, alors gof est monotone.

Définitions

Soient I un intervalle centré en O et f: I — K
f est paire si Vx € I, f(—x) = f(x).

f est impaire si Vz € I, f(—z) = —f(z).

Définition
o , T
f est périodique s’il existe un réel T' # 0 tel que Vz € %y, { v+T €y

fla+T)=f(z)

La période si elle existe est la plus petites période strictement positive.

Définition
f est lipschitzienne s’il existe un réel £ > 0 tel que Va,y € I, |f(z) — f(y)| < k. |z — y|.
On dit alors que f est k—lipschitzienne.

Propriétés :
e L’ensemble des fonctions lipschitzienne est une SEV de .# (I, R).
e Si f est lipschitzienne sur [a;b] et sur [b; c|, alors elle 'est aussi sur [a; c].
e Si f est lipschitzienne alors elle est continue en tout point de I.
e Si f est dérivable sur I et si sa dérivée est bornée sur I, alors f est lipschitzienne sur I.

2 Limite en un point

Définition
Soient f: I - Reta €.
On dit que f(x) tend vers [ quand x tend vers a si:

Ve >0,3a>0,Veel,jz—a|<a=|f(x)-1]<e
Si a € I, on dit que f est continue en a.

Propriétés :
e Si elle existe la limite est unique.
o f(z)—=l< f(x)—1—0.

x)—1
o { f(l ) . = au voisinage de a, f(z) > 0.
>

e Théoreme des gendarmes.

[ 0

. { f@) =0

, : = f(z).g(x) 0.
g bornée au voisinage de a a

o lim, ,, f(x)=1lV(z,) € Nz, > a= f(z,) =1
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Theoréeme

Si a est un point intérieur a I,

f admet une limite en a si et seulement si f admet une limite a droite en a, f admet une limite a
gauche en a et lim,- f = lim,, f = f(a).

Theoréeme de composition

Theoreme
Soit, f :]a; b[— R. B
Si f est croissante, alors f admet dans R une limite en a et b.
e Si f est minorée, lim, f = inf,¢; f(z).
e Si f est non minorée, lim, f = —oo.
e Si f est majorée, lim, f = sup,; f(x).
e Si f est non majorée, lim, f = +oo.

Theoreme
Soient f: I - Retae€l.
Si f est monotone sur I, alors f admet en a une limite & gauche et a droite.

3 Continuité

Définition

f est continue si f est continue en tout point de I.
Prolongement par continuité

Pour prolonger f en a on doit vérifier:

e a ¢ I mais a est une borne finie de 1.
o f(zr)—1leR

Theoréme

Soit €' (I, R) I’ensemble des applications continues de I dans R.
(€(I,R), +, X, 0) est une R-algebre.

Propriétés :

f €€ (,R) 1
° {V;L‘EI,‘]C(LE)#O ifE%(I,R)

. { J;g:ggﬁg = gof € €(I,R).

e f,9€ €(,R) = |f|,sup(f,9),inf(f, ), /", [~ € €(],R).

Theoréme des valeurs intermédiaires
Soient f continue sur [ et a,b € 1.

VyO € [f(a’)7 f(b)]a amﬂ € [CL; b]a f(l'o) =Y%o

Theoréme
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L’image par une fonction continue d’un intervalle est un intervalle.

Theoreme
Toute fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes.

Theoréme
L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Theoreme de la bijection
Soit f continue et strictement monotone sur I.

Alors :
e f établit une bijetion de I sur J = f([).

e f ! est stricteme,t monotone et de méme monotonie que f.

e f~! est continue.
L4 (gf—l = SA((Kf) ol A : Yy =1x.

4 Continuité uniforme

Définition
f est uniformément continue si:

Ve > 0,3a > 0,Y(r,y) € I’ |lr—2'| < a=|f(z) — f(z')] < e

Theoréme
Soit f uniformément continue, soient (z,) et (z!,) deux suites de points de I.

Tn— 2y = 0= f(z,) — f(zl) =0

Theoréeme
f uniformément continue = f continue.

Theoréme
f lipschitzienne leadf uniformément continue.

Theoréme de Heine
f est continue sur un segment = f uniformément continue.

5 Relations de comparaison

Définitions
o f~ g¢’il existe une fonction ¢ telle que f = p.g avec p — 1.
a a

e f=,0(g) ¢'ll existe une fonction € telle que f = e.g avec € — 0.
a

e f=,0(g) s'il existe une fonction ¥ telle que f = ®.g avec ¥ bornée au voisinnage de a.
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Propriétés :
e ~ est une relation d’équivalence.
® 0 et O sont transitives.

o frge f-g=olg)

g >0 au vmsmage de a

fw;gw
g

—~ —

pay

g>(]
o { g—>)\751 = In(f) ~In(g).

° { I ad = f > 0 au voisinage de a.

e frg>0= f*~g*.
. exp(f)f;exp(g) & f-9-=0

Theoreme
OVﬁER,a>O=>:Ea::0(| (l’)ﬂ‘)
OVﬁGR,a<0:>|ln(a:) |: o (z%).

e VB eR (In(2))? = =40 0o(z%).

6 Fonctions a valeurs dans C
Soit f: R — C.

Définition
On dit que f est bornée si |f| est.

Définition
On dit que f(x) tend vers [ quand x tend vers a si:

Ve>0,3a>0,Vz e l, |z —a|<a=|flz) -1 <e

Propriétés :
e Unicité de la limite lorsqu’elle existe.
e f(x)—1 = f est bornée au voisinage de a.
a

(z) =

° f(:c):<p(:c)+z.¢(x):>l:oz—|—z.ﬂ:>{ :;j( )7

e Linéarité.

o
Y

8
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Fonctions dérivables

1 Généralités

Définition A

f est dérivable en un point a € I si le rapport (A—f> = M admet une limite finie quand
x T—a

x tend vers a. ¢

Cette limite est notée f'(a). C’est le nombre dérivé de f en a.

Définition
e . Af
Dérivée a droite en ¢: lim [ — ) .
z—at \ Az @
A
Dérivée a gauche en a: lim (—f> .
T—a~ a a
Theoréme
Soit a € 1.

Pour que f soit dérivable en a, il faut et il suffit qu’elle soit dérivable a gauche et a droite en a et que

fo(a) = fila) = f'(a)

Theoreme
f dérivable en @ = f continue en a.

Theoréme

Soient f: I - Ret g:J— E avec f(I) C J.

On suppose f dérivable en a et g dérivable en b = f(a).
Alors : gof est dérivable en a et (gof)'(a) = ¢'(f(a)) x f'(a).

Définition
On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point de I.

Theoréeme
Pour que f : I — E soit dérivable, il faut et il suffit qu’il existe un élément L de E et une fonction
€:1 — F tels que:

Ve e 1, f(x) = f(a) + (x — a).(L + €(x))

avec €(x) — 0.

a

Theoréeme
Soit 4 une base de E. Soient f : I — E avec f; les coordonnées de f.
f dérivable en a & Vi, f; dérivable en a.

2 Théoremes
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Theoréme de Rolle
Hypotheses :
o fila;b] > E
o f€E([a;0])
e f dérivable sur [a; b]
o fla) = f(b)
Alors: Je €]a; b[, f'(c) = 0.

Theoreme des accroissements finis
Hypotheses :

o f:la;b] > FE

o f€%(a;0])

e f dérivable sur [a;b]

Alors: Je €]a; b[, f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Theoréme : Inégalité des accroissements finis
Hypotheses :

o f:a;b] - E

o f€%°(a;0])

e f dérivable sur |a; b|
Alors :

o Vz €la;b[,m < fl(z) <M

<

e m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a)

3 Formules de dérivation

Formule de Leibniz

(Fa)® = 3 Ch g0
k=0

Applications multilinéaires
Soient fi,..., f, des fonctions dérivables sur I.
Soit B une application multilinéaire.

Alors : B(f1, ... fa) =B, ..., f) + ...+ B(f1,..., f).
4 Classe d’une fonction
Définition

On dit que f est de classe €" si f est n fois dérivable et si f(™ est continue.
On dit que f est de classe € si f est de classe €" pour tout n.
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Propriétés :
e f de classe €™ = [ de classe P pout tout p € {1,...,n}.
Soit n > 1: f de classe €™ < f' de classe €™ L.
¢"(I,K) est une K—algebre.
Soient f, g deux fonctions de classe €", gof est de classe €.

Définition

Soit [a; b] un segment de R.

Soit, f : [a;b] — E.

On dit que f est de classe €’* par morceaux sur [ 'il existe une subdivisioncy =a <c; < ... <c, =b
telle que Vi € {1,...,n}, la restriction f; de f & ]c;_1;¢;[ puisse étre prolongée en une fonction de
classe €* sur [c;_1;¢;].

5 Prolongement

Theoréme
Hypotheses :
e f:I > F,
e o€,
e f continue sur I,
e [ dérivable sur I\ {zo},
o f'(2) $—0>l.

(AS
AAIOI'S . (A—x)mw——)mol

Theoreme
Hypotheses :
e f:I > F,
o 1y€l,
e f de classe €* sur I\ {zo},
o fi(z) L.

Alors : f de classe € sur I.

6 Théoreme de relevement

Theoreme
L’application # — exp(z.0) est une bijection de | — m; x| sur U \ {—1}.
L’application réciproque est notée: u — arg(u).

Siu=x+1y €U\ {-1} on a arg(u) = 2. arctan 1

+z
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Theoréme de relévement

Soit f: I — U\ {—1} une fonction de classe €* avec k > 1.

Alors : il existe une fonction F : I —] — m;7[, de classe €* telle que Vz € I, f(z) = exp(:.F(x)).
On dit que F est un relevement de la fonction f.

7 Cas des fonctions de R dans R

Theoreme

Soit f:1I — J avec I,J C F.

On suppose f continue et strictement monotone sur I, f(I) = J.

Si f est dérivable en a et f'(a) # 0, alors f~! est dérivable en b = f(a):

Theoreme
Soit f : I — E dérivable sur I. )
Si f admet un extremumu local en un point zy € I, alors f'(xy) = 0.

Theoréme
Soit f : I — E continue sur [ et dérivable sur I.

e f croissante < Vz € I, f'(z) > 0.
e f décroissante < Vz € I, f'(z) <0
e f constante < Vz € I, f'(z) = 0.

Theoreme
Soit f : I — E continue sur I et dérivable sur I.

e f croissante < Vz € I, f'(z) > 0 et {z € I, f'(z) = 0} ne contient pas d’intervalle non trivial.

o f décroissante < Vo € I, f'(z) < Oet {:L' el f'(z)= ()} ne contient pas d’intervalle non

trivial.
Divers
(1)' __9
9] ¢
( f )' _f'g—1fg
g g2
( ! ) _J'g—nfg
gn gn—l
(9of) = (g'of).f
1y 1
Y = o7
Composition



Fonctions réciproques
Soit f dérivable et strictement monotone.

Siveel, fi(z) #0: (f1) = fO}_l.

Propriétés :

1
° Vo €1,9(z) # 0 = — est de classe €.
g de classe €" g

Définition

Soient I et J deux intervalles de R.

f: I — J est un €' —difféomorphisme de I sur J si:
e f est une bijection de I sur J,

e f est de classe ¢ sur I,
e f!est de classe €* sur I.

Si f et f ! sont de classe €™, on parle de €™ —difféomorphsme.
Theoreme

Soit f € €"(1,J).
Pour que f soit un €"-difféomorphisme, il faut et il suffit que f’ ne s’annule par sur 1.
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DLy

1 Généralités

Définition

Soit I un intervalle, D =1 ou I \ {a}.

f admet un DL, en a s’il existe n + 1 réels et une fonction € tels que:

Ve e D, f(z) =X+ A.(z—a)+...4+ X(x —a)" + (z — a)".€(z)

avec e(x) — 0.

a

2 DL classiques

= 1 + =z + T + + " +
1—2x
m? .’L'3 "
In(1 — = _ _ - _ B z"
nl 7) v 2 3 n +
$2 "
exp(z) = 1 4+ = + o+ F - i
. ( ) 3;3 " .’L‘5 n n (_1)n_x2n+1
Sin(xr = T _ - v o =) .z
3! 5! (2n + 1)!
z? xt (—1)".z2"
o) = 1= o+ g et g
n—1
@=1) Le-h
oo — --
(1+$)a = 1 + a.x + + + k=0 i
2! n!
arccos(x) = T_g¢ — @ ixﬁ’) i " (2n)! Pl
= 3 6 40° .. @) 20 1
in(2) R TSN ¢ 0 s
arcsin(z) = T dl 2o .
6 40 (20.n1)? 2n + 1
" ( ) (1;3 n .Z‘5 N (_1)n.x2n+1 N
arctan(z) = T _ z” L (=1 .zt
3 5 2n + 1

3 Propriétés
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Propriétés :
e Unicité.
e Si f admet un DL,,Vp € {1,...,n}, f admet un DL,.
e La partie polynomiale du DL est de méme parité que la fonction.

Theoreme
Si f admet un DL en 0, alors f est continue(ou prolongeable par continuité) en 0 et réciproquement.

Theoréeme
Si f admet un DL en 0, alors f est dérivable en 0 et réciproquement.

4 Opérations

Theoreme Somme
Soient f et g admettant des DL, en 0, alors a.f + 3.9 admet un DL, en 0.

Theoréeme Produit
Soient f et admettant des DL, en 0, alors fg admet un DL, en 0.

Composition
Soit X = ap.2? + ... + ap.2™ + o(z").
Si U(X) = =¢0(X?), alors ¥(X) r;o(:qu).

Quotient
Soit, f(z) = ]Dvég avec D(x) e 1.
On posera D(z) =1— X, d'ou f(x) = N(x).1 —1X'

On termine par la composition et le produit.

5 Intégration

Lemme
Soit f : I — R continue.
On pose F(z) = [ f(t).dt.

f

— n _ n+1
H0(3: ):>FHO(£E )

Theoreme
Soit f une fonction de classe € sur I.
Si f’ admet un DL, en 0, alors f admet un DL, 1 en 0 obtenu en intégrant terme a terme.

6 DL généralisé

Regle de trois termes.
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Fonctions convexes

1 Fonctions convexes sur un intervalle 1

Définition

Ef ={M(z,y)/z € Iety > f(x)} est 'épigraphe de f.
Définition

f est convexe si Ef est convexe.

f est concave si 1 est concave.

Theoréme
f convexe < Vo € I, la fonction pente en zy est croissante.

Theoréme
f convexe < VA € [0;1],Va1,20 € I, f((1 — Nzt + 22) < (1= N)f(z1) + Af(22)-

Theoréme
f convexe = VA; € Rtels que YA\, = 1,Vz; € I, f (O] Nizwi) < Do Nif ().

2 Cas des fonctions ¢!

Theoreme
f convexe < f' croissante.

Theoreme
convexe < VM € 67, C est au dessus de la tangente.
HYr

Theoréme

Si f est deux fois dérivable:
f convexe & Vz € I, f"(z) > 0.
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Fonctions circulaires réciproques

1 Arcsinus
1.1 Dérivée

(Arcsinz)' = \/11_7$2
1.2 Propriétés
Ve e [-1;1] , Arcsin(—z) = —Arcsin(z).
Ve e [-1;1] , sin(Arcesin(z)) =«
Vz € [—g; g] , Arcsin(sin(z)) = z.
Vo e [-1;1] , cos(Arcsin(x)) =1 — 22.
2 Arccosinus
2.1 Dérivée
(Arccosz)' = — !
1=z
2.2 Propriétés
Ve €| —-1;1] , Arccos(—z) =7 — Arccos(x)
Ve €| —1;1] , cos(Arccos(z)) = z.
Ve € [0;m] , Arccos(cos(z)) = z.
Ve €] —1;1] , sin(Arccos(z)) =1 — x2.

3 Arctangente

3.1 Dérivée

1

Arct '=
(Arctanz) e
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3.2 Propriétés

Ve e R
Vr € R

Vz €] —
Vr € R

Vr e R

272

[

Arctan(—z) = —Arctan(z).

tan(Arctan(z)) = .
Arctan(tan(z)) = z
1
cos(Arctan(x)) = —
n(Arctan(z)) i
sin(Arctan(z)) = .
N
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Trigo

4

5

Formules élémentaires

cos(m —t) = —cos(t) | cos(m + t) — cos(?) cos(z —t) =sin(t) cos(% +1t) = —sin(t)
sin(m —t) = —sin(¢) | sin(w +t) —sin(¢) | sin(< — t) = sin(¢) sin(gr +t) = —sin(t)
tan(m — t) = —tan(t) | tan(m + t) — tan(¢) tan(§ —t) = sin(t) tan(E +1t) = —sin(t)

Formules d’addition

cos(a + b) = cos(a). cos(b) — sin(a). sin(b)
sin(a + b) = sin(a). cos(b) + sin(b). cos(a)

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a). tan(b)

tan(a + b) =

Formules de duplication

cos(2.z) = cos?(z) — sin®(x) = 2.cos?(x) — 1 = 1 — 2.sin*(2)
sin(2.x) = 2.sin(x). cos(z)

_ 2.tan(z)
tan(2.z) = T tan?(z)
Expression rationnelle
T
On pose t = tan(g).
11— , 2. 2.
cos(z) = . sin(z) = T tan(x) = P
Utilisation de la tangente
9 1 9 tan(2.x)
cos’(e) = 1 + tan?(z) sin’ () 1 + tan?(z)
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6 Linéarisation

1 2.
cos?(z) = H%(x) sin®(z) =

1 — cos(2.2)
2

cos(a). cos(b)zl. [cos(a — b) + cos(a + b)]

sin(a). sin(b) =5 [cos(a — b) — cos(a + b)]

sin(a). cos(b) = % [sin(a — b) + sin(a + b)]

7 Transformation de sommes en produits

sin(p) + sin(q) = 2. sin(% ’?;q ).cos(250)
sin(p) — sin(g) = 2. cos(” ; 9).sin(54)
cos(p) + cos(q)= 2. cos(*). cos(*)
cos(p) + cos(g)=—2.sin( 1) sin(2—1)

8 Transformation de a.cos(x) + b. sin(x)

a.cos(z) + b.sin(z) = Va2 + b2 cos(z — @)
a b

9 Trigonométrie hyperbolique
Les formules de 2 a 7 ont leur équivalent en trigonométrie hyperbolique. Pour 'obtenir, il suffit de
changer:

e cos(z) en ch(x)

e sin(x) en 2. sh(x)

e tan(z) en ¢ th(zx)

10 Généralités

Trigonométrie circulaire Trigonométrie hyperbolic
Vt € R, cos?(t) +sin’(t) = 1 Vt € R, ch®(t) — sh*(t) =
(s(in(:§))' = c(os(:v)) (cos(z)) = —(sin()a;) — (s;(z(:)c)J)r’ = c(h(:v)) (ch(z))’
exp(1.z) + exp(—t.x ) exp(1.x) — exp(—1.x exp(z) + exp(—.x
cos(z) = P 5 P sin(z) = P 5 P ch(x) = P 5 P sh(x) =
exp(e.x) = cos(x) + 2. sin(x) exp(x) = ch(z) + sh(z)
Vp € Z, (cos(z) + 1. sin(z))” = cos(p.z) + 1. sin(p.x) Vp € Z, (ch(z) + sh(z))” = ch(p.a

(tan(z))’ = 1+ tan?(z) =

cos?(z) (th(z)) =1-th*(z) = —
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Courbes parmétrées

1 DL d’une fonction a valeurs dans F

Définition
Soient f: I - FEetaecl.
On dit que f admet un DL, au point a s’il existe des coefficients Ag, ..., A, € E tels que:

fx)=A+ (z—a)A1+...+ (z —a)A, +o((z — a)")

ou o((z — a)™) désigne une fonction de I dans E dont la norme est négligeable devant (z — a)™.
Propriétés :

e Si f admet un DL, alors Vp € {1,... ,n} f admet un DL,.

e f admet un DL en a < f continue en a et f(a) = Ay.

e f admet un DL, en a < f dérivable en a et f'(a) = A;.

e Si f admet un DL, alors ce DL,, est unique.

e La partie polynomiale du DL, possede la parité de f.

Theoreme

Soit f : I — FE une fonction continue sur I qui admet un DL, en a et soit F' la primitive de f dont
la valeur en a est F(a).

Alors : F possede un DL, ., en a obtenu en intégrant terme a terme le DL de f.

— 2 _ n+1
F(z)=F(a)+ (x —a)Ay + (z—a) Ag+ ...+ %An—kl +o((x —a)™*)

Theoreme
Soient f € €"([; E) et a € E.
Alors : f admet une DL, en a.

n *®) (g

Ve el, f(z) = Z(ac - a)k.f k'( ) +o((x —a)")
k=0 '

2 Propriétés affines des courbes paramétrées

Définition

On appelle courbe paramétrée dans F un triplet € = (I, f,T') o I est un intervalle non vide de R
f:I—=FEetD = f(I).

f:t f(x) est appelée la paramétrisation de %.

['={f(t)/t € I} est appelé le support de €.

On dit que la courbe % est de classe €* lorsque sa paramétrisation est de classe €*.

Si I = [a;b], € est appelée arc paramétrée.

A est 'origine de ’arc, B est 'extrémité de I'arc.

Si B = A, larc est dit fermé.
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Définition

Soit ¥ = (I, f,T') une courbe paramétrée de classe €%,k > 1 et soit ¢ un difféomorphisme de classe
¢* d’un intervalle J sur I.

On dit que %, = (J, fop,T") est la courbe obtenue en faisant le changement de parametre t = ¢(u).
Un tel paramétrage est dit admissible pour %.

Si ¢ > 0, on dit que f et fop définissent la méme orientation.

Si ¢’ < 0, on dit que f et foy définissent des orientations opposées.

Définition
Soit € = (I, f,T) une courbe paramétrée de classe €*. Soit t, € I.
t)— f(t
A oA | oo ,
unitaire tangent a la courbe au point M orienté dans les sens des ¢ croissants.
On définit de méme le vecteur unitaire tangent dirigé dans le sens des ¢ décroissants.
Si la courbe possede des vecteurs tangents dans les deux sens, et s’ils sont colinéaires, alors on dit

que la courbe possede une tangente au point M.

admet une limite finie @, quand t — t;, on dit que @ est le vecteur

Définition

Soit € = (I, f,T') une courbe paramétrée de classe €%, k > 1.
Le point My = f(to) est dit régulier si f'(¢y) # 0.

Si f'(ty) = 0, le point est dit stationnaire.

Theoréme
Si My = f(to) est régulier, la courbe possede une tangente au point M, dirigée par le vecteur f’(to)-

Définition
% est dite réguliere lorsqu’elle est de classe €' est lorsque Vt € I, f'(ty) # 0.

Theoreme
Soit € une courbe paramétrée de classe €*.

Si3p <k, fip) £0.
Alors : la courbe posséde une tangente au point My = f(t,) dirigée par f®+)(¢)

Theoréeme
Un changement de paramétrage admissible ne change pas le sens, ni la direction de la tangente.
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Coniques

1 Définition monofocale

Définition

Soient E' le plan euclidien, D une droite, F' un point ¢ D et e € R, .

La conique de foyer F, de directrice D et d’exentricité e est € (F,D,e) = {M € E,MF =e.MH}
ou MH = dist(M,d).

Définition
Soit (FK) la droite passant par F', orthogonale a D.
C’est un axe de symétrie, on I’appelle I'axe focal.

Définition
S est un sommet de la conique € si S € € (FK).
Définition

e Sie=1,% est une parabole.

e Sie > 1,% est une hyperbole.
e Si e €]0;1[, € est une ellipse.

On appelle parametre le réel p = e.d avec d = dist(F, D).

2 Equation polaire avec un axe polaire d’origine F

p

P=1ve cos(0)

3 Parabole

Equation cartésienne

 &F

Soit le repere (S, ?, ? avec S=Fx K, 1 = SF et 7 directement orthogonal a rif
b p
Fl2 ; D:x=—-
0 2
v =2px
Construction
Soit H € D.

M appartient a la médiatrice de (HF') et a (H, 7)
La tangente a la parabole en M est la médiatrice de [F H].
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Equation paramétrique

t2
T=59 ;teR
y=t
t2
Tangente en M(t): —p.X +1.Y — 3= 0.
4 Ellipse
Equation cartésienne
L’ellipse possede deux sommets S et S'. —
0
Soit le repere (S, ?, 7 avec S = F x K, 7= OF et 7) directement orthogonal a rif
SF . OF = ¢.08
SK 08 = ¢.OR
OF ¢
e = — — —
0SS «a
2
a c a
On pose a? = b? + %
22
po) + e 1

Représentations paramétriques

{x:a.cos(t) HER

y = b.sin(t)
1w

x—a.w GeR

y=b1 s

5 Ellipse et cercle

On cherche I'image d’un cercle de rayon R par une affinité orthogonale d’axe (O, @’) et de rapport

k. N y
—

e !
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Fonctions de plusieurs variables

1 Fonctions différentiables

Définition
Soient f: 0 — Fetae€ 0.
On dit que f est différentiable au point a s’il existe une application linéaire [ : E — F’ telle que:

fla+h) = f(a) +1(h) + o([|A]])

Définition
Lorsqu’elle existe ’application [ est appelée la différentielle de f au point a.
On la note df (a).

Theoréme
La différentielle de f en un point est unique.

Theoreme
Si f: 0 — F est différentiable en a, alors f est coninue en a.

2 Dérivée d’une fonction en un point

Définition

On dit que f est dérivable en a suivant le vecteur % si la fonction g : ¢ — f(a + t. %) est dérivable
au point ¢ = 0.

La dérivée ¢'(0) si elle existe est un vecteur de F' noté D f(a).

Définition
Soit & = (uy,...,u,) une base de E.
Les dérivées partielles de f sont les dérivées dans la direction des vecteurs de base.
0
On les note Dy f(a) ou D; f(a) ou aTf(a).
J
Theoréme
Soient f: 0 — Feta€ 0.
_)

Si f est différentiable en a, alors f admet une dérivée suivant n’importe quel vecteur @ au point
a.De plus D f(a) = df (a)().

Définition

Soient
e 7 une base de F et ¥ une base de F.
e UCE.
o f:0—F.
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La matrice de I’application linéaire df (a) dans le couple de bases (%,7') est appelée la matrice
jacobienne de f au point a.

dfi ofi
Jf(a) = af af
8—33?(&) a—ﬂ;(a)

3 Fonctions continuiment différentiables

Définition

f est dite différentiable sur & si elle est différentiable en chaque point a de &.

L’application de & dans Z(E, F) définie par a — df (a) est notée df et est appelée la différentielle
de f.

On dit que f est continliment différentiable sur & si elle est différentiable sur & et si df est continue.

Définition

f est de classse €' sur I'ouvert & si pour tout vecteur u # 0:
e f admet en tout point de & une dérivée partielle premiere D, f(a).
e D, f est continue.

Theoreme
Pour f : €& — F soit de classe € sur €, il faut et il suffit que f admette des dérivées partielles en
chaque point a de & et que ses dérivées partielles soient continues.

’gheoréme fondamental

— et 0 sont définies et continues sur €.

ox Yy
Alors :
e f admet en fout point a« de & un DL,
_ of of
fla+u) = f(a) + h'ax (a) + k.ay (a) + ||ul| -€(u)
avec u = (h, k) et e(u) (ES) 0.
e D, f existe en tout point a. 5
i f
D, f(a) = h. o (a) + k.ay (a)

e f est de classe €* sur 0.

Theoréme
Si f est différentiable en a et si g est différentiable en f(a), alors gof est différentiable en a.

De plus d(gof)(a) = dg(f(b))odf (a).

Theoréme

Si f et g sont de classe €', alors gof est de classe €' et d(gof) = (dgof)odf.
Matrice jacobienne de la composée

J(gof)(a) = J(9)(f(a)).J(f)(a)
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4 Difféomorphisme

Définition
Soit f différentiable sur un ouvert &' de E.
On appelle le jacobien de f le déterminant de la matrice jacobienne de f.

Définition

Soient &) et €5 deux ouverts de E.

On appelle difféomorphisme de @, sur O, une bijection f de &) sur @, telle que f et f ! soient de
classe €.

Theoreme
Soit f : @1 — O, un difféomorphisme de classe €.
Alors : en chaque point z € 0}, df (x) est un automorphisme de 'EV F et :

[df ()] = df }(f(x))
[Jf(@)] " =Jf Y(x)

Theoréeme
Soient & un ouvert de F et f une application injective de classe €.
Les propriétés suivantes sont équivalentes:
e 0' = f(0O) est un ouvert de F et f est un ¢ —difféomorphisme de & sur &'

e df(z) est un automorphsme en chaque point z € 0.

e Vx € O,det(Jf(x)) #0.

5 Cas des fonctions a valeurs réelles
Soient :

e I/ un R—EV de dimension p muni d’une base 4.

e ¢ un ouvert de E.

Définition

On note dz; la i-eme forme coordonée dans la base 4.
(dz1,...,dz,) est la base duale de Z.

Dans ce cas

Jf(a) = (aa—;l(a), . ’88—1{;(&)>
df (a) = Z SQJ; (a)odz;
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Theoréme

Pou que f soit contintiment différentiable sur &, il faut et il suffit que les p dérivées partielles 3
T;

existent et solent continues sur &.

Theoreme
€1(0,R) est une R-algebre.

Définition 5
Si ain@, le vecteur Y P, a%(el) est appelé le gradient de f au point a.
1

Theoreme

VYa € O,Vh € E,df(a)(h) =< grad(f(a)),h >
Theoréme

Va € 0, ||df (a)]| < M = Va,b€ 0,||f(b) — f(a)|]| < M (b~ a)

Theoréme

Soit @ un ouvert convexe de RP et f € €1(0,R).
fest constante sur @ < df =0

6 Extremums

Définition
Soit a € O :

e On dit que f présente un maximum relatif au point a,
s’il existe un voisinage V' de a tel que Vo € ¢V, f(z) < f(a).
e On dit que f présente un maximum relatif stricte au point a,
s’il existe un voisinage V de a tel que Vo € O(\V\{a}, f(z) < f(a).
e On dit que f présente un maximum absolu au point a,
siVz € O, f(z) < f(a).
e On dit que f présente un maximum absolu stricte au point a,
siVz € O\ {a}, f(z) < f(a).

Définitions analogues pour le minimum.

Theoreme

Soient & un ouvert de F et f € €' (0, R).

Si f présente un extremum relatif au point a € &, alors df (a) = 0.
Définition

Soit & un ouvert de E et a € 0.

On dit que a est un point critique de f si df(a) = 0.

Theoréeme
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Soit f € €' (O, R) avec € ouvert.
Si f présente un extremum relatif en a, a est un point critique de f.

7 Dérivées partielles d’ordre supérieur a 1

Définition
f: 0 — Z est dite de classe €2 sur @ si elle est de classe €' sir @ et si chacune des dérivées
partielles est elle-méme de classe ¢! sur &.

Theoréeme de Schwarz

2 2
Si f € €%(0,F), alors Vi, j : rr _ 9F

&Ciaxj N 8@89&1 )

Theoréme
€*(0,F) est un SEV de €'(0, F).

Définition
f: O — F est dite de classe €™ si elle est de classe €™ et si chacune des dérivées partielles est de
classe €.

Theoreme
Le théoreme de Schwarz se généralise aux fonctions de classe €.
8 Formule de Taylor-Young pour une fonction de deux va-

riables
Soient & un ouvert de R? et f : & — R de classe €.

Theoréme
Soit A = (a,b) € 0.
Alors :

_ of of 1 *f Pf o f 2
fla+h,b+k) = f(a, b)+h'6_x(a’b)+k'a_y(a’ b)+§ (h2.@ + Q'h'k'axay + k '8y2> +o (||(h, k)||)

Application a la recherche d’extrema
On reconnait une forme quadratique dont la matrice est :

92 f 92 f
5,2 (@) Way(“’b) B (r 5)
o f 0% f T\s

%(a, b) a—yQ(a, b)

Lorsque la forme quadratique est dégénérée, on dit que le point critique (a, b) est dégénéré.
Si la forme quadratique est non dégénérée, elle admet deux valeurs propres A et p.
Si:

e Aet 4> 0: f admet un minimum local stricte en (a, b).

e Met 4 <0: fadmet un maximum local stricte en (a, b).

e A< O0etpy>0:lepoint f(a,b) est un point col.
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Atp=r—+t
Ap=rt—sg®"

e 7.t >0 et r.t— s* < minimum relatif stricte.

On sait que { Donc:

e 7.t <0etrt— s?< maximum relatif stricte.
o \.u <0 pas d’extremum.
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Surfaces

1 Surface paramétrée
Soit % un ouvert non vide de R?

U - R
z = z(u,v)
(u,v) — F(u,v) | y=y(u,v)
z = z(u,v)

Y= {(:r(u, U),y(u,v),z(u,v))/(u,v) € @/}

S = (%,F,Y) est une surface paramétrée de support 3, de paramétrisation F' et de domaine de
définition % .

2 Plan tangent en un point

Définition
Soit S = (%, F,Y) une surface paramétrée de classe €.
oF oF
Un point My = F(ug,vo) est dit régulier si <a—(u0, Vo), 6—(u0’ UO)) forme un systeme libre.
u v
Sinon M est dit singulier.
. . - o oF oF
Si My est un point régulier, le plan passant par M, et de direction a—(uo,vo), a—(uo,vo) est
U v
appelé le plan tangent a la surface au point M,.
Theoreme oF
Le point My = F'(ug, vg) est régulier si et seulement si N = a—(uo, V) A a—(uo, Vo) # 0
u v

Le vecteur IV est le vecteur normal & la surface au point M,.
Equation du plan tangent

M(z,y,2) €lly < MoM L N & MyM.N = 0 & det(Mo, M, N) =0

f(l'o,ZJO) + (2 — Zo)-a—f(l“o,yo) =0

0
HO : (Jf - .’170) f a_y 92

-%(xo,yo) + (¥ — vo)

3 Surface d’équation F(z,y,z) =0

Définition
Soit My = (o, Yo, 20) un point de 3.
On dit que X admet une paramétrisation locale au voisinage de M, s’il existe un voisinage de M, de
la forme:
Q =]ro — a, T + a[X]yo — B, 0 + B[x]z0 — 7,20 + 7]

tel que Q[ X soit le support d’une surface paramétrée.
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Définition
oF oF

F
Un point M, est dit régulier si (g—x(Mo), a—y(MO)’ a(M@) # (0,0,0) donc si grad F(My) # 0.

Theoréme des fonctions implicites
Soit F': € — R une fonction numérique de classe €' sur un ouvert & de R?, et soit My un point tel

F
que F(My) =0 et ?9—,2 # 0.
oF 0
Alors : il existe un voisinage @ de M, tel que V(z,y, z) € 2, { 5(33’ y,2) # .
F(r,y,2) =0% 2z = f(x,y)

Cette fonction f est de classe €.

oF OF

—(xayaf(xay)) —(-T,y,f(-’r,y))
g—i(xay):—gﬁ ; aa—F(x,y)z—g%
5, @, f@y) Y 5, (@, f(z,9))

4 Courbe tracée sur une surface

Définition
z(t)

Soit t — (t) | y(t) | une fonction de classe €' sur un intervalle I C R.
2(t)

On dit que C = (I, ¢, T") est une courbe (paramétrée) tracée sur X si Vt € I, ¢(t) € 3.

Theoréeme
La tangente a la courbe au moint M, régulier est contenue dans le plan tangent a X..

Définition

Il s’agit de 'intersection de X avec les plans d’équations z = cst.
Définition

On suppose S de classe € et réguliere.

On définit F; : u — F(u,v) la premiére ligne coordonée.

On définit F, : u — F(ug,v) la seconde ligne coordonée.

Theoréme

5 Position d’une surface par rapport au plan tangent

Theoreme
Soit 2 2
il 7 M,
M= 83:2( 0) 8x8y( 0)
— | 0?F (Mo) 0*F
oxdy " 9y* (M)

Soient A et u les valeurs propres de M, si:
e \.u <0, la surface coupe le plan tangent.
e )\ 1> 0, la surface est au dessus du plan tangent.
e )\ 1 <0, la surface est en dessous du plan tangent.

130



Formes différentielles

Soit £ un R—EV de dimension n.
Soit # = (ey,. .. ,€,) une base de E.
On note (dzy, ... ,dz,) la base duale de #.

1 Généralités

Définition

Soit & un ouvert de R".

On appelle forme différentielle (de degré 1) une application w de & dans E*.
On note P;(z1,...,z,) les composantes de w dans la base Z.

Les P; sont des applications de € dans R.

On peut écrire: w =Y | P.dz;

Définition

On dit que w est de classe €* si chaque composante P; est de classe €% sur O.

Définition

S’il existe une fonction f telle que w = df, alors on dira que la forme différentielle w est exacte et

que f est une primitive de w.

Theoreme
Siw= Z?Zl P,.dz; est une forme différentielle :

0
w exacte < IF € €' (O,R),Vi € {1,... ,n}, P, = (93]:
Définition
Soit w = 2?21 P;.dz; une forme différentielle définie sur un ouvert & de R".
oF;
On dit que cette forme différentielle est fermée si elle est de classe " sur O etsiVi, j € {1,... ,n}, .
J
oP,
8.%5 )
Theoréme

w exacte de classe €' = w fermée

Theoréme

€ un ouvert étoilé
= w exacte

w fermée

2 Intégrale curviligne
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Définition
Soit & un ouvert non vide de R™.
Soit w = Y"1 | P.dz; une forme différentiell continue sur &.

z1(t)
Soit T' = ([a; 8], ¢, C = ¢([a;b])) avec Vt € [a;b], () [ -+ |. On appelle intégrale curviligne le

Zn (1)
long de I'arc C, l'intégrale:

/Cw:/abg;ﬂ(xl(t),...  zn(1)).2 (1)t

Avec la relation de Chasles, on peut étendre la définition au cas oul 7 est continue, de classe € par
morceaux.

Theoréme
Un changement de paramétrage admissible ne change pas l'intégrale curviligne.

Theoreme
Soit w une forme différentielle exacte et f une primitive de w.

/C = (B) - f(4)

ou A et B sont les extrémités de C.

Silarc C est fermé, on a [, w = 0.

Définition

Soit @ un ouvert non vide de R™.

On dit que & est étoilé par rapport au point A si VM € O, [AM] C 0.

Theoreme de Poincaré
Soient & un ouvert étoilé de R et w une forme différentielle sur &, de classe € et fermée.
Alors : w est exacte.

3 Champ de vecteurs

Définition
Soit ¢ un ouvert de R".
Un champ de vecteurs sur & est ue application :

7 — R

VIiM=(,. . 2) = V)

ou les P; sont des fonctions de & dans R.

Définition
V est dit de classe €* si chacune des composantes est de classe €.

Définition
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Soient

7 —- R
v P (M)
M= (z1,...,2,) — V(M)
P, (M)
et i
w = Z P,.dx;
i=1
On dit que w et V sont associés.
Définition
Soit f: @ — R de classe €.
% - R
of
8—(M)
G o1
M= (21,...,2,) — V(M)
of
M
8xn( )

est appelé le champ de gradient associé a f.
On dit aussi que f est un potentiel scalaire du champ G.
On dit aussi que V' dérive du potentiel f.

Theoréme

V dérive du potentiel scalaire f si et seulement si la forme différentielle associée est exacte.

Theoréme de Poincaré
Soit V' un champ de vecteur de classe € défini sur un ouvert étoilé &.

7 —- R
M= (z1,...,2,) — V(M)
Po(M)
oP;, OP;
Pour que V dérive d’un potentiel, il faut et il suffit que Vi,j € {1,... ,n}, . a—xj
j i

Définition

e=[v=[o

ol w est la forme différentielle associée a V.

Si V dérive du potentiel f, V = grad(f), alors [, grad(f) = f(B) — f(A).
En particulier si I'arc est fermé: [, grad(f) = 0.

Définition

V est dit régulier sur € si VM € 0,V (M) # 0.

Définition

Une courbe paramétrée C = (I, ¢,I") est appelée une trajectoire du champ de vecteur V' si C est de
classe €, réguliere, si I' C € et si en chaque point ¢ € I, la tangente & la courbe au point ¢(t) est
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dirigée par le vecteur V (¢(2)).
¢'(t) est alors un vecteur directeur de 1 tangente a la courbe au point ¢(t).

Définition
C est réguliere si Vt € I, ¢'(t) # 0.

Theoreme
Pour que C' soit une trajectoire du champ de vecteur régulier V', il faut et il suffit que Vt € 1,3\, €
R, ¢’ (t) = M.V ((t)) avec t — A; une fonction de ¢.

Theoréme
Les trajectoires d’'un champ de vecteur régulier sont les courbes intégrales du systeme différentiel
associé.

4 Champ de vecteur dans R*

Définition 5 9

On définit 'opérateur v = (%’ 8_y’ §>
div(F)=V - F
o (F)=V AT

Propriétés :
e div et 7ol sont des opérateurs linéaires.
e div(rol(F)) = 0.

Theoréme
Si F' dérive d’un potentiel scalaire, alors @(F )= 7.
Theoréme

Soit F': O —)_])R?’ un champ de vecteurs avec & un ouvert étoilé.
Si @(F ) = 07, alors F' dérive d’un potentiel scalaire.
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Intégrale double

1 Ensembles quarrables

On admet 'existence d’un sous ensemble de parties du plan et d’une application u @ = Ry
A = p(4)
telle que:
o u(®) =0

w(Z) = |(b—a)(d—c)| o Z est un rectangle.
[A,Be€ Qet AC B] = [u(A) < u(B)]
AUBet ANBeEQ
Abe@= { u(AUB) = u(A) + u(B) — (AN B)
A € Q et f une isométrie du plan = f(A4) € Q et u(f(a) = p(A).
Si v = ([a; b], f) est un arc aramétré plan avec f continue et €' par morceaux, alors la courbe
[' = f([a; b]) est quarrable et u(T") = 0.

2 Intégrale double d’une fonction bornée sur une partie
quarrable

Définition
On dit que f est intégrable sur A si sup(s,) = inf(S,) = I.

On note alors //Af = //A f(z,y).dx.dy = I.

Theoréme
f continue et A compact = f intégrable sur A.

Propriétés :
e SiA,Be@et u(A(B) =0, alors f est intégrable sur A | B si et suelement si f est intégrable

sur A et f intégrable sur B.
o= M1+ 012

e Si f, g sont intégrables sur A, alors \.f + u.g est intégrable sur A et

/A(/\-f+u-g)=/\-//Af+u-//Ag

L’ensemble 14 des fonctions intégrables sur A est un R—EV et f — / / f est une forme linéaire
A

sur IA.

° fintégrableetf20:>//f20.
A

e f intégrable sur A = |f| intégrable sur A et

1< [[1s
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e Soit m= [, fet M =sup, f.

m.p(A) < //Af < M.u(A)

3 Théoreme de Fubini

Définitions
Pavé: P = [a;b] X [c; d].

Theoréme
Soit, f une fonction continue sur un pavé P = [a; b] X [c; d].

[ swnasan= ([ s i) ae= [([ 1) a
(@) * ¥(y

Si f(z,y) = lz) * Y(y)-
b d
Jdx.dy = dzx * .d
ﬂy@w:ryllmwar[¢W)y
Définition

Soient ¢, 1 € €([a; b], R) telles que Vi € [a;b], p(z) < ().
Compact élémentaire de type I:

K ={(z,y)/z € [a; 8], p(z) <y < ¥(z)}

Compact élémentaire de type I1:
K ={(z,y)/y € [a;0], 0(y) <z <9(y)}
i,7),1 # j = p(K; N K;) =0.

Compact Simple: union de compact élémentaires telle que ¥(i, j

Theoreme
Soit f une fonction continue sur un compact de type I:

//A o) da.dy = / ’ ( /(p T()) f(:c,y).dy) Az

Soit f une fonction continue sur un compact de type 11 :

//Af(x,y).dx.dy = /ab (Lj;j) f(x,y).dac) dy

4 Changement de variable
Soit % et € deux ouverts du plan et 1) une application de classe €' de % dans 0.

U (u,v) — U(u,v) (2 _ ngﬁ;)
136



D(z,y)
D(u,v)
Soit f une fonction continue de & dans K.

Soit A un compact simple contenu dans % et D un compact simple contenu dans &'.

On suppose que W(A) = D et que 'ensemble des points de D ayant plusieurs antécédents par ¥ est
un ensemble 'négligeables’.

bns ce cas: //D f(z,y).de.dy = //A f(@(u,v),y(u,v)). ‘gg: Z% ‘ du.dv

Cas des coordonnées polaires

// fz,y).de.dy = // f(r.cos(0),r.sin(0)). |r| .dr.do
D A
Formule de Green-Riemann
0Q 6P)
w= — — — | .dx.d
/r //A (53: dy Y
Application au calcul d’aires
1
u(A) = // dr.dy = /ac.dy = —/y.dac = —./(ac.dy — y.dx)
A r r 2 Jr

Cas des courbes en polaire

On note le jacobien de W.
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Calcul des intégrales triples

1 Théoréme de Fubini

Theoreme
Soient A = [a;b] X [¢;d] X [e; f] et f continue sur A.

///Af(a:,y,z).da:.dy.dzz/ab (/d (/eff(ac,y, z).dz> .dy) Az

On peut permutter x,y et z.
Si f(z,y,2) = u(z).v(y).w(z):

//A (@, y, 2).da-dy.dz = / ' ule)dz / o)y / " ()

Theoréme : Sommation par pile
Soit D un compact quarrable. Soient u, v continues sur D telles que V(z,y) € D, u(z,y) < v(x,y).
Soit A = {(z,y,2), (z,y) € D et u(z,y) <z <v(z,y)}.

///A f(z,y,2).do.dy.dz = //D ( /u (::) f(:r,y,z).dz) dz.dy

On peut permutter x,y et z.

Theoréme : Sommation par tranches
Soit A ={M(z,y,2)/a < z<bet (z,y) € D(z)} avec D(z) un compact quarrable.
Soit f continue sur A.

///A F(@,y, 2).dz.dy.dz = / ’ ( //D ) f(x,y,z).dx.dy) ds

2 Changement de variable

Soit % et € deux ouverts de R3.
Soit W € €1(%, 6).

x(u, v, w)
U (u,v,w) — V(u,v,w) (y(u,v,w))
z(u, v, w)

Soit D un compact simple inclus dans & et A un compact simple inclus dans % .

On suppose que ¥(A) = D et que 'ensemble des poins de D ayant plusieurs antécédents par ¥ est
négligeable.

Soit f € €°(0,R).

///Df(:v,y,z).dx.dy.dz:///Af(a:(u,U,w),y(u,v,w),z(u,v,w)).‘%
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Cas du passage en cylindriques

Cas du passage en sphérique

z=r. cos(f). cos(yp)
y=r.sin(0). cos(y)

z=  r.sin(p)
D(.T, Y, Z) .2
Dr0.9) . cos(yp)
Cas d’un changement affine
D(',y', ')
————— =det(A
Dlay.z) Y

ol A est la matrice du changement.
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Equations différentielles

1 Généralités

Définition

Theoréme
Soit A une primitive de a sur I.
Alors : les solutions de (H) sont de la forme z(t) = Aexp(A(t)) ou A € K.

Sy = Vect(t — exp(A(t))

Theoréme
Les solutions de E sont de la forme z = \. exp(A(t)) ol ) est une fonction de classe ¢ sur I vérifiant :

N.exp(A(t)) = b(1)

Soit B une primitive sur I de la fonction b(t). exp(—A(t)).
Les solutions de E sont de la forme: z(t) = (B + A). exp(A(?)).

Theoréme
L’ensemble des solutions de (E) est un sous-espace affine de direction Sg.

Theoreme de Cauchy
Il existe une et une seule solution z de (E) vérifiant la condition initiale x () = zo.

2 Extension

(E) : a(t).x' + b(t).z + c(t)

Si a ne s’annule pas sur I on est ramené au cas précédent.
Si a s’annule sur I, on étudie I’équation sur des intervalles ou a ne s’annule pas.

Theoreme
Soit £y un point ot a s’annule.
Silim,_,,— 4 () = lim,, Yyo(t) et si lim,, .- 4/} (z) = lim,, yh(t).
yi(t)sit el

Alors : y(t) = .

y(t) { p(t) si t € LU {to)
On dit que la solution y est un prolongement de y; et de y,. On dit aussi que y; et ¥ se raccordent
en tg.

est une solution de (F) sur I = I, | I.
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Systemes différentiels linéaires

K=RouC

1 Généralités

Définition
Un systeme différentiel linéaire est un systeme de la forme:

= ant).x(t)+ ...+ ap(t).x, + 01(2)
(S) zh = an(t).xe(t) + ...+ asn(t).z, + ba(2)

= ap(t).z1(t) + ...+ apn(t).xn + bs(t)

ou les a;; sont n? fonctions continues de I dans K, les b;; sont n fonctions continues de I dans K.

() & X' = A(t).X + B(%)

Définition
Soit t — X (¢) une solution définie sur I de ’équation. La courbe associée est appelé une courbe
intégrale de 1’équation.

Theoreme de Cauchy
Il existe une et une seule solution de (S) qui vérifie la condition initiale X (¢y) = o.

2 Structure de ’ensemble des solutions

Définition
Le systeme (H) : X' = A(t).X ou X € M,;(K) est le systéme homogene associé au systeme (S5).

Theoréeme
L’ensemble 7 des solutions de (H) est un SEV de dimension n de 'EV €*(I; E).

Définition
Une base (Ui, ...,U,) de 'EV S est appelé systéeme fondamental de solutions.

Theoréme
L’ensemble . des solutions du systéme (S) est un SEA de €' (I, E) de direction 7.

3 Wronskien, méthode de variation des constantes
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Theoréme

Soient Uy, ..., Uy, n solution de (H). Les propriétés suivantes sont équivalentes.
e (Uy,...,U,) forme un systéme fondamental de solutions de (H).

dty € I tel que (Ui(ty), ... ,Ux(to)) est libre.

Vt € I,det(Uy(t),...,Un(t)) # 0.

Aty € I,det(Ui(to), ... ,Un(to)) # 0.

Définition
Sily, ..., U, sont n solutions de (H), application ¢t — det(U;(t), ... ,U,(t)) est appelée le Wronskien
du systeme (Ui, ..., U,).

Theoréme
W'(t) =Tr(A(t)).W(t)

Theoreme
Soit (Uy,...,U,) un systeme fondamental de solutions.
Soit V' : I — K" une solution.
Alors : il existe des fonctions uniques vy, ... ,v, de I — K telles que:
Vie ILV(t) = vi(t).Ui(t) + ... + vp(t).Up(t)
Les fonctions vy, ... ,v, sont continues si V est continue, de classe € si V est de classe €.
Theoréeme

Soit (Uy,U,) un systeme fondamental des solutions de (H).
Alors : les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme:

X () = ME).ULE) + - ..+ M(t).Upn (2)

ot \; € €Y(I;K) telles que:

4 Systemes a coefficients constants

Définition
Un systéme est autonome si: X' = A.X avec A € M, (K).

Theoréme
Vi, u € Ryexp((t + u).A) = exp(t.A). exp(u.A).

Theoréme

Soient A € M, (K) et X, fixé dans K".

Soit X : ¢t +— exp(tA)XO = F(t)XO

X € €' R,K") et X'(t) = F'(t).Xo = A.F(t).Xo = A.(F(t).Xo).

X'=AX
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Theoréme
Soit ty € R et X, fixé dans K", 'unique solution X de H qui vérifie la condition initiale X (¢q) = Xo
est la fonction X : ¢ — exp((t — tp).A4).Xo.

e X :t+ exp((t—ty).A). Xy est de classe €' sur R.

o X'(t) = A.exp((t — to).A4).Xo
e X'(t)=AX(t)
® X(t()) == X()

Theoréme

L’ensemble des solutions de (H) est ’ensemble des fonctions ¢ — exp(t.A). Xy, Xy parcourant K".

Theoréeme
Si A est diagonalisable.
Soient (U, Us, ... ,U,) une base de vecteur propres de A et Ay,...,\, les valeurs propres associées.

(exp(A1.t).U1), - .. ,exp(A,.t).U,) forme un systéme fondamental de solutions de (H).

Méthode
Si A est triangulaire, on résoud la derniere équation et on remonte.

Méthode

Si A est trigonalisable.

AP € GL,(K), T € T,(K),T = P~1.A.P.
On pose Y = P L.X.

X' =AX&PY' =APY &Y' =P ' APY &Y' =TY

On obtient un systeme triangulaire que ’on sait résoudre.

Theoréme
Les solutions de (E) sont toutes les fonctions de la forme X = exp(t.A).Y ou Y € €'(I,K") qui

t
vérifie exp(t.A).Y' = B(t). D’ont X = exp(t.A). [/ exp(—t.A).B(u).du + Yy |.
0
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Equations différentielles linéaires du
second ordre

1 Généralité
Définition

(E): 2" (t) + a(t).a'(t) + b(t).z(t) + c(t) =0

ol a, b, ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I de R & valeurs dans K(R ou C).

Quand ¢ = 0, on dit que I’équation est homogene.

Une solution de F est une fonction z : I — K deux fois dérivable telle que Vt € I,z"(t) + a(t).2'(t) +
b(t).z(t) +¢c(t) = 0.

Theoréme
Soit z € €2(1, K).

z solution de (F) & (j,) solution de { y

Theoreme de Cauchy
Soient tg € I, x5 € K, my € K

Alors l’équation (F) : 2" + a(t)x’ 4+ b(t)z + c(t) admet une unique solution telle que { xaf t

2 Coeflicients constants
(E):a2"+b2 +cx=0

Définition
Equation caractéristique: a. X2+ b.X +¢c=0, A = b? — 4.a.c.
Cas complexe
e A#£J(
x1 : t > exp(ry.t)
{ To i t > exp(ra.t)
e A=0
x> exp(r.t)
{ T : t > t.exp(r.t)

constitue un systeme fondamental.

constitue un systeme fondamental.

Cas Réel
e A>0
x1 : t > exp(ry.t)
To & t > exp(ra.t)
e A=0
xq > exp(r.t)
{ T : t > t.exp(r.t)

constitue un systeme fondamental.

constitue un systeme fondamental.
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e A0
rn=a+.letrs=a—1.0
{ x1 1 t — exp(a.t). cos(f.t)

. i eme f .
To t £ expla.t). sin(34) constitue un systeme fondamenta

3 Cas général

Theoreme
L’ensemble Sy des solutions de ’équation homogene (H) est un SEV de dimension 2 de 'EV €*(I, K).

Définition
Une base (%,7) de 'EV Sy est appelé un systéme fondamental de solutions de (H).

Theoréeme
Pour que (%,7) soit un systéme fondamentale de solutions de (H), il faut et il suffit que % =

<Z,> et V = ( ,) forment un systéme fondamental de (7).

SERS

Theoreme
Soient u et v deux solutions de (H) alors les propositions suivantes sont équivalentes :

e (u,v) est un systéme fondamental de solutions de (H).

u(to) v(to)
W(t) v(ty)] 7O

u(t) ()
(1) v'(t)‘ 70

e dtg €1,

o Vtel,

Définition

Le déterminant W (t) = est appelé le wronskien du systéme fondamental de solutions

(u,v).

Theoreme
Le wronskien vérifie: W'(t) = Tr(A).W (t).

Theoréeme
L’ensemble des solutions de (E) est un plan affine de direction Sg.

Theoréme

Soit (U, V) un systeme fondamental de solutions de (H).
Les solutions de F sont toutes les fonctions de la forme A\.u + p.v ot A et p € €*(I,K) vérifient :

NU 4§V = (—&t))
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Cas particulier : Euler
On suppose connue une solution h de (H) qui ne s’annule pas sur I.
La méthode consiste a faire le changement de fonction inconnue: z = h.y.

z solution de (F) < u = y'solution de u.(2h' +a.h) + v .h+c=0
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Notions sur les équations différentielles
non linéaires

1 Deéfinitions

Définition
Equation non linéaire: 2’ = f(z,t) ol f est une fonction de classe € sur un ouvert & C R? et ou
x : I — R dérivable.

Définition
Une solution z : I — R de (E) est dite maximale si on ne peut pas la prolonger en une solution de
(E) définie sur un intervalle strictement plus grand que I.

Theoreme de Cauchy
Hypotheses :
e 0 C R? ouvert.
e fe¥(O,R)
o (B):2' = f(x,1)
e (zg,ty) € 0.
Alors : il existe une solution maximale et une seule z : I — R de (E) telle que z(ty) = xo. I est un
intervalle ouvert.

2 Systemes

Définition

ol fet fe € (O,R) avec O € R® ouvert.

Définition ,
Un systéme est autonome si { v = f(z,y)

Y =g(z,y)
Définition

Une solution Z : I — R? est dite maximale si elle ne peut pas étre prolongée en une solution

définie sur un intervalle plus grand que 1.

Theoreme
Toute solution peut-étre prolongée en une solution maximale.

Theoreme de Cauchy
Soient t; € R et (.Z‘o,to) €0.
Alors : il existe une et une seule solution maximale du systeme vérifiant les conditions initiales
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{ l”(to) = Xy
y'(to) =vo
Cette solution est définie sur un intervalle I contenant %.

Theoréme
Hypotheses :
e (z,y) une solution maximale de (.%¥).

e acR
o z; =2x(t +a)
° y1=y(t+a)

Alors : (Zl> est solution de (.¥).
1

3 Courbes intégrales

Définition
Si z : I — R? est une solution maximale de (.%), la courbe définie par la paramétrisation

t— (:v(t)) est appelé courbe intégrale du systeme.

y(t)
Définition
Son support {(z(t),y(t))/t € I} est appelé une orbite du systeme.

Theoreme
Les orbites forment une partition de ’ouvert & donc par chaque point My(zg,yo) de €@, il passe une
orbite et une seule.

Définition
La représentation graphique de I’ensemble des courbes intégrales constitue le portrait de phase.

Problémes associés
e Cas d’une seule équation autonome: z' = f(x).

e Cas d’une équation différentielle du second ordre autonome: z” = f(z, z').

o' = f(z,y)

e Cas d’une fonction du premier ordre non autonome: =’ = f(z,t) < { y =1

Equations a variables séparables

(E) : ¥ = a(x).b(y)

e On résoud I’équation b(y) = 0. Les fonctions constantes trouvées sont des solutions maximales
sur [.
!
e On cherche des solutions non constantes: —— = a(x).

b(y)

1 o
Soient : B une primitive de — et A une primitive de a sur I.

b
B(y) = A(z) +C
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Equation homogeéne

On fait le changement de fonction inconnue t =

SHES
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Suites réelles

Définition

Theoréeme
(-, +,-, X) est une R-algébre commutative.

Définition

Suite majorée: AM € R Vn € Nyu,, < M.
Suite minorée: dm € R, Vn € N, u,, > m.
Suite bornée: majorée et minorée.

Définition
Suite extraite de (z,).
Toute suite (y,) telle que Vn € Ny, = z@) avec ¢ : N = N, strictement croissante.

Définition
(uy) convergente si
Al e R Ve >0,3Ing,Vn e Nyn > Ny = |u, — 1] <e

Theoréme
Toute suite extraite d’une suite convergent vers [ converge vers [.

Définition

(x,) et (y,) sont adjacentes si:
e (z,) est croissante.
e (y,) est décroissante.

e lim, , o |Tn — yn| = 0.

Theoreme
Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent vers la méme limite.

Theoréme
des segments emboités Soit (I,,) une suite de segments de R.

Hypotheses :
e VneN I, CI,.
e lim, ,, d(,) =0, avec § le diametre d’un segment.

Alors : : I, = {l}.

Theoréme
de Bolzano-Weierstrass De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire une suite convergent.
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Théoremes d’approximation

1 Introduction

Theoreme
L’ensemble €. ([a;b], E) est une
sev de Z ([a;b], E).

Définition
f i [a;b] — E est dite en escalier s'il esiste une subdivision 0 = a = ¢y < ... < ¢, = b telle que:
Vie{l1,...,n},Vz €]c;i_y; ¢, f(z) = cst.

Définition

f :[a;b] = E est dite Continue Affine par Morceaux, s’il existe une subdivision 0 =a =¢; < ... <
¢, = b telle que: Vi € {1,...,n}, sur |z; q;z;[, f affine.

Theoreme

Soit 0 =a =c¢y < ... < ¢, = b une subdivision de [a; b].

Alors : une fonction continue affine par morceaux est complétement déterminée par: f(co), ... , f(cn)-
Theoreme

L’ensemble o/ ([a; b], E) des fonctions continues affines par morceaux est une SEV de € ([a; b], E).

2 Théoremes d’approximation

Theoreme
f :]a;b] — E une fonction continue par morceaux.
Alors : 3(f,,) de fonctions en escaliers qui converge uniformément vers f sur [a; b].

Theoréme
L’ensemble des fonctions en escalier est partout dense dans €. ([a; b, E).

Theoréme

f :[a;b] — E une fonction continue.
Alors : 3(f,,) de fonction continues affines par morceaux qui converge uniformément vers f.

3 Théoreme de Welierstrass

Theoréme
Soit f : [a;b] — K, une fonction continue. Alors : 3(P,) € K[X]| qui converge uniformément vers f
sur [a; b].
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Définition
On appelle polynéme trigonométrique toute fonction f : R — C de la forme:

n

Ve eR, f(z) = Z

ay, cos(kx)+by, sin(kx)
ol a;, et b, sont des nombres complexes fixés.
n
f s’écrit sous la forme: Vo € R, f(z) = Z —ncg exp(ikx).

k=0

Sic, #0ouc ,#0, alors degf = n.
Theoréme

f : R — C une fonction continue, 27 — périodique .
Alors : il existe une suite (f,,) de polynéomes trigonométriques qui converge uniformément sur R.
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Séries

1 Généralités

Définition
e E un EVN de dimension finie
e (uy) une suite d’éléments de E.
e La série de terme general u,, est la suite (S,),>0 definie par:

VnEN,Sn:Zn:()nuk

n>0
Définition
e La série de u, est dite convergente lorsque la suite des sommes partielles est convergente.
+0o0
e On note Z n = Qu, la limite de la suite S,, = Z n = Onu,.
n=0 n>0

e Dans le cas contraire, la série est divergente.

Theoréeme
L’ensemble des séries convergentes d’éléments de E est un SEV de toutes les suites d’éléments de E.

Theoreme
Soit Zn > Ou,, une série convergente, alors lim,,_, ., u, = 0.
n>0
Définition
—+00
Reste a 'ordre n d’une série convergente: R, = Z k=n+ lu,.
n=0
Theoreme
Le reste a I’ordre n d’une série convergentetend vers 0 quand n — +o0.
Theoreme

e E un EV de dimension p
e #=(ey,...,e,) une base de E.

® U, = E it = lpu; pe;

n>0
Z n > Oconvergente < Vi € N,,, Z n > Ou; convergente
n>0 n>0
+oo +00
Dans ce cas: Zn > Ou, = Zz = 1pzn > 0 p-
n=0 n>0 n=0

2 Séries a termes réels positifs
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Theoreme
Z n > Oconvergente < AM € R,Vn € N, S,, < M

n>0

Theoréme : Comparaison logarithmique
Soient (a,) et (b,) deux suites réelles a termes positifs.

. a b
SiVn €N, ntl o et

n b, ’
Alors Z b, convergente=- Z a, convergente.
n>0 n>0
Theoréme
Soient Z s Z b, deux sumies a termes réels positifs.
n>0 n>0
a, = O(by)
) Z b,convergente = Z anconvergente et R,(a) = O(R,(b)).
n>0 n>0
o Z apdivergente = andivergente et Sp(a) = O(S,(b)).
n>0 n>0
an, = o(by)
) Z b,convergente = Z anconvergente et R, (a) = o(R, (b))
n>0 n>0
o Z anpdivergente = andivergente et Sp(a) = o(Sn(h)).
n>0 n>0
an, ~ by,
o Z b,convergente < z anconvergente et R, (a) ~ (R,(b)).
n>0 n>0

o Z b,divergente < Zandivergente et Sp(a) ~ (Sn(b)).
n>0 n>0

Regle de d’Alembert

Soit E a, une série convergentede terme general positif, telle que lim,,
n>0 n

Gp41 _'l

e Sil <1, alors Z a, convergente.
n>0

e Sil>1, alors Zan divergente.
n>0

3 Séries alternées

Définition
Soit E u, une série a termes réels. On dit que E u,, est alternée si:
n>0 n>0

Vn € Nyu, = (—1)"a, ou la suite (a,) est de signe constant.

Theoreme
Soit Zun une série alternée telle que:
n>0
e (|uy|) décroit.
e lim, ., (|u,|) = 0.
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Alors E u, est convergente.
n>0

4 Comparaison avec une intégrale

Theoréme

Soit f : Ry = R, , continue et décroissante.

f intégrable sur R, < Z f(n)convergente
n>0

Theoréme

1
Z —convergente < o > 1
n207l

5 Série d’éléments d’un EVN

Critere de Cauchy

Z uy, vérifie le critére de Cauchy lorsque (.S,) est une suite de Cauchy.
n>0

Ve > 0,3N e NVn > N,Vp € N ||upt1 + ... + tnipl| <€

Theoréme

Dans un EVN de dimension finie:

Z upconvergente < z u, vérifie le critere de Cauchy.

n>0 n>0

Définition

Z un est dite Absolument convergentelorsque ser ||u,|| est convergente.
n>0

Theoréme

Dans un EVN de dimension finie:

+oo +o0
E unAbsolumentconvergenteéE unconvergenteet E Up || < |lwnl|
n>0 n>0 n=0 n=0
Theoreme

Dans un EVN de dimension finie:

Vz € E,Vn €N, |lz"| < ||=[]"

Définition

On appelle série géométrique de raison a: E a”.
n>0

Theoréme

la]] < 1= Zanconvergente
n>0
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Theoréme

(1g — a)estinversibledansE

la]| < 1= =
Zan =(lg—a)’
n=0
Theoréme

a

E —'estAbsolumentconvergente
n!

n>0

6 Suites sommables

Définition
(a,) est sommable s’il existe M tel que Zj € Ja; < M pour toute partie finie J de N.

n>0
Theoréeme
(a,) > 0 sommable < 3 une suite exhaustive de parties finies telles que S,, = Z J € Ja; soit bornée.

n>0
Theoreme
(ap) => 0 sommable < Z anconvergente
n>0

Définition

(u,,) € CY est sommable si (|u,|) est sommable.

Theoreme

(u,) € CY est sommable < Z unconvergente.
n>0

Theoreme

Soit (u,) sommable et (.J,) une suite exhaustive de parties finies de N.

400
Alors S;, = Zj € Joujconvergente et lim,_, o 7, = Zun
n>0 n=0

Theoreme
Soit fContinuepar Morceaux, décroissante et a valeurs positives.

On pose w, = [ f(t)dt — f(n).
On a alors: Zw” convergente.
n>0
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Familles sommables

1 Ensembles dénombrables

Theoreme
Soit P une partie infinie de N, alors il existe une bijection strictement croissante de Nsur P.

Définition
Un ensemble I est dénombrable s’il est vide ou s’il est équitpotent a une partie P de N.

Theoréme
Nx Nest dénombrable.
Proprités
e Un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

Un ensemble équipotent a une ensemble dénombrable est dénombrable.

Le produit de deux ensembles dénombrables est dénombrable.
e La réunion de deux ensembles dénombrables est dénombrable.

Theoreme
I dénombrable < 3(.J,,) une suite exhaustive de partie finie de I telle que I = | J,,.

Theoreme
Qest un ensemble dénombrable.

2 Famille dénombrable de R,

Définition
Une famille dénombrable (z;) € R, est dite sommable si pour toute partie finie J de I IM €
R i€ Ju; <M.
n>0
Theoréme

Soit (x;,4 € I = une famille dénombrable de R, .
(x;)sommable < 3(J,) une suite exaustive de partie finies de I telle que S, = Zz € J,x; soit

n>0
majorée.

3 Familles sommables sur C

Définition
(x;)icr est une famille sommable si (|x;|) est commable.
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Theoréme
Soient (z;) une famille sommable et (J,,) une suite exhaustive de parties finies de I.
La limite de (S,) ne dépend pas de (Jy,).

4 Suites doubles sommables

Définition

Une suite double sommable est une suite double telle que S,, = Z P+ q < nuy 4 est majorée.
n>0

Theoréme

Soit u, ,) une suite double sur R, .
(up,) sommable < Z x) convergenteavec xy = Z p+q=kup,

n>0 n>0
“+o00
On a alors: S = E Naup,q = E T-
n>0 n=0

Theoréeme
Les trois propositions suivantes sont équivalentes.
o (u,,) sommable.

+o0
e VpeN, Z q > 0 est convergenteet Z p > 0U, convergenteavec U, = Z g = 0up,

n>0 n>0 n=0

+o00
o Vg e N, Zp > 0 est convergenteet Z q > 0U, convergenteavec U, = Zp = Oup,q
n>0 n>0 n=0

Définition
(up,q) € CV est sommable si (Juy,,|) est sommable.

5 Produit de Cauchy
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Suites de fonctions

1 Deéfinitions

Définition
(fn) converge simplementsur D si Vz € D, (f,(z)) converge.

Définition
(fn) converge uniformementsur D si Ve > 0,dN € NVn e NNV € D;n > N = ||f(z) — fu(2)]| < e

Theoréeme
(fn) converge uniformementvers f < lim,, o ||f — fullc = 0.

Regle 1
(f,) converge uniformementvers 0 < 3(e,) € RY, limy, 4 €, = 0 et & partir d’un certain rang||f,||s <

€n-

Reble 2 i
3(z,) € DV, lim, 1 o0 fr(2n) # 0 = (f.) ne converge pas vers 0.

Theoreme
L’ensemble des suites qui converge simplementest un EV .

2 Limite uniforme et continuité

Theoréeme

de la double limite Soient :
e (fu): D — F, converge uniformementvers f sur D.
eacD.

On suppose que Vn € N, lim,_,, f,(z) = I,.
Alors:

e (l,) convergente

e lim, ,, f(l') = hmn—)—}-oo ln

Theoreme
(fn) € €°(D; F), qui converge uniformementvers f sur D, alors f € €°(D; F).

Theoreme
(fn) converge uniformementsur tout compact A C D, alors (f,,) converge simplementsur D.

3 Intégration et dérivation
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Theoréme
Hypotheses :

o Vn €N, (fa) € €°([a; ], K)

e (fn)convergeuniformementversfsur|a;b|
Alors :

o f€%([a;],K)

o limn o0 f[a;b] fn = f[a;b} f

Theoreme
de primitivation
Hypotheses :
e [ un intervalle de R.
e Vn e N(f,) € ¢°(1,K).
e (f,) converge simplementvers f sur I.
e (fn) converge uniformementsur tout segment inclus dans I.

) I - K
Soit Fn{ . f::o Fa(B)dt -
Alors :

e (F,) converge simplementvers F' = [ f(t)dt.
e (F,) converge uniformementsur tout segment inclu dans I.

Theoréme
de dérivation 1
Hypotheses :
e I un intervalle de R.
qqsn, f, € €' (I,K).
e dxg € I,VTL € an(.x()) =0.

e (f!) converge simplementsur I vers g.

e (fn') converge uniformementsur tout segment de I.
Alors :

e (fn) converge simplementvers f sur I.

e (fn) converge uniformementvers f sur tout segment de I.

e f €€ (,K).

o fi=lim, 0 f,

Theoréme
de dérivation 2
Hypotheses :
e | un intervalle de R.
e Vn € Nf, € ¢'(I,K).
e (f,) converge simplementsur I.
e (f!) converge simplementsur I.
e (f!) converge uniformementsur tout segment de L
Alors :
e (fn) converge uniformementvers f sur tout segment de I.
o f ¥ (I,K).
o fi=lim,, 0 f,
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Séries de fonctions

1 Convergence

Définition

Soit (uy,) : D — F.
n

On appelle série de fonction de terme general (u,) la suite de fonction S,, = Zuk
k=0

Définition

Z fn converge simplementsi (S,,) converge simplement.

n>0

Z fn converge uniformementsi (S,,) converge uniformement.

n>0

Theoreme

Soit Z fn qui converge simplementsur D.

n>0

E fn converge uniformement< (R,) converge uniformement.

n>0
Définition
Vn € N, f,bornée surD
E fnconveTgenOT‘malementSi E ||un|| est Convergente
n>0 n>0
Theoréme

E fnconvergenormalement = E fnconvergeuni formement
n>0 n>0

Critere de converge normalement

Vz € D, [Jun(z)]| < o

Z faconver genormalement < 3(a,) € RY, Z ayconvergente
n>0 n>0

Theoréme
Hypotheses :
e VneN,f, € ¢°(D)

. E fn converge uniformementsur D

n>0
+o00
Alors: S = E U, est continue sur D.
n=0
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Theoreme
Hypotheses :
eVneN,f, e¢°D)

° Z fnconvergeuni formement sur tout compact A C D.
n>0
Alors :
° Z fn converge simplementsur D.
n>0
+oo
e 5= Z fn est continue sur D.
n=0
Theoréeme
Hypotheses :
° Z fn converge uniformementsur D
n>0
e VneNlim, ,, f, =1,
Alors :
° Zln convergentevers L.
n>0
e lim,,,S = L.

2 Intégration, dérivation

Theoreme d’intégration
Hypotheses :
e VneN,f, € €°a;b)).
) Z fn converge uniformementvers f sur [a; b].

n>0

Alors :
e S €% ab]).

no/afn /f

Theoreme de primitivation
Hypotheses :
e [ un intervalle de R.
e VneN,f, € ¢°(I) A VERIFIER
° Z fn converge simplementsur /.
n>0

° Z fn converge uniformementsur tout segment de I

n>0
Soit zy € I, on pose Fy( fmo In-
Alors :
° Z F, converge simplementsur I.
n>0

° Z F,, converge uniformementsur tout segment de I.

n>0
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Theoreme de dérivation
Hypotheses :
e [ un intervalle quelconque de R
e dxge LVneN, f(x9) =0
eVneN,f, e (I

. E f,, converge simplementsur 1.
n>0

° Z f1, converge uniformementsur tout segment de [
n>0
Alors :

° E fn converge simplementsur I.
n>0

° Z frn converge uniformementsur tout segment de I
n>0

+0o0
b an € %1(1)
n=0

+00 ! +oo
- (S0) -3
n=0 n=0
Theoréeme de dérivation 2
Hypotheses :
e [ un intervalle de R.
* qqsn, fn € €'(I)
° Z fn converge simplementsur I.
n>0
° Z f,, converge simplementsur I.
n>0

° Z /1 converge uniformementsur tout segment de I.
n>0
Alors :

. Z fn converge uniformementsur tout segment de I.
n>0

+oo
o> fne?(I)
n=0

b (Z fn) = Z(.fn)l

n=0

3 Convergence Monotone-Dominée
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Theoreme
Hypotheses :
e [ un intervalle de R.
e Vn € Nf,, € Continuepar Morceauz(I).
e (fn) croissante
e (fn) converge simplementsur vers f € Continuepar Morceaux sur I

Alors: f intégrable sur I < (/ fn> majorée.
I

Dans ce cas: [ f= lim fn-
I n——+0o I

Theoreme

Hypotheses :

e [ un intervalle de R.

e Vne NVzr el f,(x) >0

e Vn €N, f, € Continuepar Morceauz(I).

e Vn € N, f,, intégrable sur I.

) Z fn converge simplementsur vers S € Continuepar Morceaux sur I

n>0

Alors S intégrable sur I < Z / fn converge.

n>0"1
“+o00

“+o0o
On a alors: /Zf”:Z/f"'
In—o n=0"1
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Développement en série entiere

1 Théorie

Définition

Soit (a,) € CVV.

On apelle série entiere, la série de fonction Z an * 2".
n>0

Theoréme

I= {r € &,Z |y r”converge}

n>0

I est un intervalle de R, contenant 0.

Définition

Supl est appelé rayon de convergence de la série entiere: Z anz".
n>0

Définition

D = {z € C,|z| < R} est appelé disque ouvert de convergence.
Lemme d’Abel
dre > 0, (Ja,| r§) bornée = [0;ro[C I.

Theoréme
Soit Zanzn une série entiere de rayon de convergence R # 0.
n>0
e si|z| <R, Zanz" converge absolument.

n>0
e siz| > R,Zanz" diverge.
n>0
Theoréme
dzy € C, Z anzconverge = R > |z
n>0
dzy € C, Z anzydiverge = R < |z|
n>0
Theoréme
. a 1
lim |22 == R==
n—-+00 anp l

Opérations algébriques
La somme de deux séries entiéres est une série entiere de rayon de convergence R > inf(R,, Rp).
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Définition .
On appelle produit de Cauchy de A et B, la série entiere chz" avec ¢, = Zakbn,k. Son rayon

n>0 k=0
de convergence R vérifie: R > inf(R,, Rp).

Theoréme

Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence R > 0.
n>0

Sa somme est continue sur D(O, R).

2 Série entiere d’une variable réelle

Lemme
Z ap2" et Z(n + 1)an12" ont le méme rayon de convergence.
n>0 n>0
Thearéme
S = Zanx" re rayon de convergence R > 0.
n=0

Alors :

e Se€ %' ([-R;+R))

+00
o Vz €] — R;+R[,5(z) = Zn = Ina,z" !
n=0
Thearéme
S = Zanx" re rayon de convergence R > 0.
n=0

Alors :

e Se€%*( - R;+R])

“+00
k)!
e Vk € NV | — R;+R[,S®(z) =) Mamkx“.
~ n!

3 Développement en série entiere

Définition
Soit f : I — K avec I un intervalle qui est un voisinage de 0.
On dit que f est développable en série entiére si

o cxistsa > 0 avec | — o; [C I.

+0o0
e Une série entiere Z a,z" de rayon de convergence R > « telle que Vz €]—q; af, f(z) = Z anx"
n>0 n=0
Propriétés :

e L’ensemble des fonctions développables en série entiere sur | — a; o est une C-algebre.

e Il y a unicité du développement en série entiere.

e f développable en série entitre = f € €°(] — a, a[= Vn € N, f(™ est développable en série

entiere.
e f développable en série entiere = f f développable en série entiére.
e f développable en série entiere = f admet un DL,,.
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4 Développement des fonctions usuelles

Intervalle de convergence | DSE =
+00 1
R exp = —'x”
n!
n=0
+oo
fracll —z Zx” =
n=0
+00 1
—1;+1 In(l—x)= "t
|- 15+1] -0 =3
+00 -1
—o(a— k)
| —1;+1] 1+z)* =) HTJ;
. B
-1
] -1 +1[ (1 _ l‘)p :ZO Cﬁﬂﬂ*l'xn
n=
+oo
—1)"
R coS T :Z #mzn
s n!
o0
—1)"
R sinx = —( ’) g2t
~ nl
+oo 22+l
|- 1;+1] arctan(s) =3 (-1)" 5o

n

Utilisation de la formule de Taylor-Young

T £(k) z
f@) =% 1 kfo).xul. /0 (z — 8" F D ().t

n!
k=0

S’il existe o > 0 fixé tel que:

1 T
Vo €] — o; +af, nl_l)I_IBoo ﬁ/o (z —t)".f"D (1) .dt =0
F™(0)

Alors : Vo €] — a; +al, f(z) = Y7 a,.2™ avec a, = -

n=0
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Séries de Fourier

1 Série trigonométrique

Définition
Une série trigonométrique est une série de fonctions de la fomre Zun ou:
n>0
R —- C
e Vn € N u,
= Cp. exp(e.n.2) + c_p. exp(—e.n.x)
e uy(z) = co.
On peut définir u,, comme:
R -+ R
o Vn e N* u, . .
= Qp.cos(n.z) + by.sin(n.z)
Qg
® Uy = 5
Theoréme
Soit ¢y + Z (cn-exp(2.n.x) + c_p. exp(—e.n.z)) une série trigonométrique. Si les séries numériques
n>0

E Cn €t E c_, sont absolument convergent, alors la série trigonométrique converge normalement
n>1 n>1
sur R.

2 Série de Fourier d’une fonction de R dans C, 2r—périodique
et ContinueparMorceaux

Définition
Soit f : R — C, 2 — périodique et Continue par Morceauxsur R.

1 2
Vn € Z, on pose ¢, = 2—/ f(t). exp(—e.n.t).dt
T Jo

La série trigonométrique ¢y + Z (cp-exp(2.n.x) + ¢_,. exp(—1.n.z)) est appelée série de Fourier de f
n>1
et les coefficients sont appelés les coefficients de Fourier de f.

On note f la famille (¢, )nez.

Propriétés :
e On peut remplacer 'intervalle d’intégration par tout intervalle d’amplitude 2.
L’application f + f est linéaire.

[ J

e Si f est a valeurs réelles: Vn € Z,c, = c_,.
e Si f est paire: ¢, = c_,.

e Si f est impaire: ¢, = —c_,,.

Cas de a, et b,

o = % /0 TR0 cosna)dt o b=t /0 " 0). sin(n.t).dt
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Propriétés :
e Si f est a coefficients réels, a, et b, sont réels.

2 ™
e Si f est paire, on a b, =0 et a, = —/ f(t). cos(n.t).dt
T Jo
2 K
e Si f est impaire, on a a, =0 et b, = —/ f(t).sin(n.t).dt
T Jo

Effet d’une translation

Soit f: R — C, 2 — périodique et Continue par Morceaux.

Soit a € R, on définie f, ?]fR : ;(E(t—i-a) .

Vn € Z, cu(fa) = exp(2.n.a).c (f)

Theoreme
Soit f: R — C, 2 — périodique et Continue par Morceaux.
Alors lim,, 4 o ¢ = limy, 4 o @, = limy, o b, = 0.

Lemme de Lesbegue
Soit f : [a; b] — C une fonction Continue par Morceaux.

Alors : limy, 4 o0 fabf(t) exp(e.n.t).dt = 0.

Theoreme
Soit f : R — C, 27 — périodique , de classe €* sur R et de classe €**! par morceaux.

Vn € Z,c, (f*) = (2.n)f e (f)

Theoréme de Dirichlet
Soit f : R — C,dpp de classe €' par morceaux sur R.
Alors : la série de Fourier de f converge simplement sur R et sa somme est la fonction S définie par:

Vz € R, S(z) = =. (f(z7) + f(zT))

N =

3 Convergence en moyenne quadratique

Theoreme
Soit %5, I'EV des fonctions de R — C, 27 — périodique et continues.

1 2r
< f,g>= ﬁ/o f(t)-g(t).dt

est un produit scalaire.
Muni de ce produit scalaire, %5, est un espace préhilbertien complexe.

Theoréme
Vn € N, on définit: e, :  — exp(1.n.x).
La famille (e,,n € Z) est orthonormale.

Theoreme
Si f € %5, sa projection sur F), est la somme partielle a ’ordre n de la série de Fourier de f.
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Theoréme
La famille ¢, (f) est carré sommable. De plus on a 'inégalité de Bessel :

27

Z\ (NP <o [ IFOF at

- 27

Formule de Parceval
L’inégalité de Bessel est une égalité:

(P +Z O +lenD)) = 5 [ 170

Lo =y ey L
3l + 3 (enl + 18 = = [ 110
n=1

Theoréeme
La formule de Parceval est encore vraie pour toute fonction de R dans C, 27 —périodique et Continue
par Morceaux.

Theoreme

Notons Iy 'EV des familles indexées par Z de nombres complexes, de carré sommable.

On munit /o d’un produit scalaire: Vz, 2 € ly :< 2,2 >= ng Zn-21,-

Soit fAG (ggﬂ-.

f — f est une application linéaire de %5, dans [, qui conserve la norme et donc le produit scalaire.

1 2r to
D’ou: Vf,g € €, %/0 f(t).g(t).dt = ch(f)cn(g)

4 Théoreme de convergence normale

Theoreme
Dans le cas ol f est continue,2m — périodique et €' par morceaux, la série de Fourier de f converge
normalement sur R.

Theoréme
Soient f,g € Gar.
Si f et g ont les mémes coefficients de Fourier, alors f = g.

Theoréme
Soit, (¢, )nez une famille sommable de nombres complexes.

so. . . Uy = ¢y
Alors : la série de foinction U, avec converge
Z " { Vn € N, u, (z) &

x) = Cp.exp(2.n.x) + ¢_,. exp(—i.n.x)
n>0

normalement sur R et sa somm est une fonction 27 — périodique et continue.
On pose S(z) = co + D1 (- exp(2.n.2) + c_p. exp(—1.0.7)).
Les coefficiens de Fourier de S sont les c,.

5 Cas des fonctions périodiques
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Définition
Soit f : R — C, Continue par Morceauxet T'—périodique.

2T
0O = —.
n pose w T

1 /7
Vn € Z,co(f) = T/ f(t). exp(r.n.w.t).dt
0
Vn e Na,(f) = %/Tf(t). cos(n.w.t).dt
0

Vn e N, b,(f) = %/OT f(t).sin(n.w.t).dt

Theoréme de Dirichlet
Soit f : R — C une fonction T—périodique et €' par morceaux. Alors : la série de Fourier de f
converge simplement sur R et sa somme est la fonction S définie par:

Vz e R, S(z) = =. (f(z) + f(z"))

N =

Formule de Parceval
Soit f : R — C, T—périodique et Continue par Morceaux.
La famille (c¢,)nez est de carrée sommable :

N+ 3 (el +le D) = 5 [ 110 at

Lo~ 2 2y L[ e
oo’ + 32 anl*0a%) = 7 [ 150 at

Theoréme de convergence normale
Soit f : R — C une fonction continue, T —périodique et €' par morceaux.
Alors : la série de Fourier de f converge normalement sur R, et sa somme est égale a la fonction f.
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