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Premiere partie

Mécanique



Chapitre 1

Cinématique

1.1 OQOutils de dérivation vectorielle

Dérivée d’un vecteur unitaire

dw dw ﬁ N
(%)Rl = (H) T A

Composition des vecteurs rotation

T 1= n—1+.. +02+0,1

Décomposition d’un vecteur rotation

o1 =Y (d;- @)

i

1.2 Solides indeformables

Equiprojéctivité des vitesses

MN - VMES/I% =MN - VNES/I;

Torseur cinématique

%/1}:{ %;1 }M

Déplacement d’un torseur

VarS1=VuS1+ W gp A NM
4



Relation entre les vitesses d’un méme point

Vi3l = V32 + Vol

Relation entre les torseurs cinématiques
{Viy ={ Nk + . {1y}

1.3 Cinématique

— S, en mouvement de rotation par rapport a S,

{%/t}:{ gﬂ } VP 0,1-V,12=T10
@]

1

— S, en mouvement de translation par rapport a S,

v

i ={ o

. } = V(P,Q) €S, : Vpl2 = V512
P vP

1.4 Mouvement plan sur plan:

— I se trouve a l'intersection des normales aux vecteurs vitesses de deux points quel-
conques de S,

— Dans les mouvements plan relatifs de trois solides S;, S,,S3, les trois centres instn-
tanés de rotation I;5,155,15; sont alignés
— a9 P ) , . . . )

- Vp21 = €151 A I, P donc la vitesse d’un point P est proportionnelle a sa distance
au centre instantanné de rotation

1.5 Analyse d’une chaine fermée de solides:

00, +..40. 0. +0.0.=710

En projetant cette équation on obtient des relations sur les parametres de liaison.

Hipmy =AYt + -+ {Pnyn}

En projetant cette relation on obtient trois (mécanisme plan) ou six équations.



Chapitre 2

Statique

2.1 Modélisation

Rin= Iy
PRI R /NS

Horam [[] Wit

o
Avec d? v = f(M;) - dv- "y, dans le cas des actions volumiques.
ﬁ1—>2 = // d?Mi
{z—m} = 5
ﬁ0,1—>2 = // OM; A d?Mi
s o

Avec d? v, = f(M;)-dS - Wy, dans le cas des actions surfaciques.

2.2 Loi de Coulomb:

Cas ou il y a mouvement relatif entre les deux solides :

Tl

ANl ¥

w est le facteur de frottement on note p = tan ¢
Cas ou il n’y a pas mouvement relatif entre les deux solides:

dTall _
ldNal] ~ 1

w est le facteur de frottement on note p, = tan ¢,
En général: p ~ p,

Il est tres important de retenir:
— qu’une action mécanique élémentaire située ”a l'intérieur du cone de frottement” est

une C.N.S. de non mouvement relatif entre deux solides
6



— qu’un mouvement relatif implique que ’action mécanique élémentaire au contact est
située sur le cone de frottement

— donc qu’'une action élémentaire mécanique ne sort jamais du cone de frottement.

2.3 Principes et théoremes:

Principe fondamental de la statique

{%—QJ} =0

Theoréme des actions réciproques

{<71_>2} = - {(%—ﬂ}
Bonus

Lorsqu’un solide est soumis a deux actions mécaniques modélisables seulement par deux
glisseurs, les réultantes de ces glisseurs sont opposées et colinéaires a la droite définie par
les deux points oll les moments sont nuls( les axes centraux des glisseurs sont confondus).

Lorsqu’un ensemble matériel, auquel sont appliquées des actions mécaniques, modélisables
par trois glisseures est en équilibre, les axes centraux des trois glisseurs sont coplanaires
et concourants ou paralleles.



Chapitre 3

Dynamique des solides

3.1 Principe fondamental

Torseur dynamique

FM/Rdm =
{@E/R} — — { _)E'FGZ/R }
//jPM/\FM/Rdm 5P’2/R P
S P

Principe fondamental de la dynamique

Il existe un repere spatial temporel, dit galiléen, noté R,, tel que, quel que soit ’ensemble
matériel ¥, le torseur dynamique de ¥ dans le mouvement par rapport a R,, s’identifie a
tout instant au torseur des efforts extérieurs appliqués a ’ensemble matériel 3.

V2,V { Dsyn, } = { Fos )

3.2 Caractéristiques d’inertie des solides

Centre d’inertie

Le centre d’inertie G' de X est le point oli le moment de tout torseur associé a un champ
uniforme f définit sur ¥ est nul.

///GMdmzﬁet o”c::i///onm
> M >

m.0G = ka.Oék et mI'g/p = ka.FGk/R

k=1 k=1

Theoreme de Huygens

B +c2  —ab —ac
Fos=Fas+m.| —ab >+ —be
e —bec  a*+ 0



avec a, b, ¢ les coordonnées de GG dans le repere lié au solide.

3.3 Torseur cinétique

Torseur cinétique

T
/// VM/Rdm Mg‘T
{(gE/R} = o N = { >R }
// PM A VM/Rdm PE/R P
S P

Theoréeme du moment cinétique

: —
) PX/R — — 3, + mE-VP/R A VG::/R
dt =r
Pour un solide:

o _
7os,solee/R = JOs,solide-ﬁS/R +ms.0sGs A VOS/R

3.4 Energie cinétique

Energie cinétique

1 —
éac’E/R = 5/// ||VM/R||2dm
X

—
2.8, sotize/n = {Vs/r} * {€s/n} = m-||VG,S/R||2 + ﬁS/R«fa,s-ﬁsm

Pour un solide:
Si le solide possede un point fixe O par rapport a R:
2-éac,S/R = ﬁS/R-jO,S-ﬁS/R

3.5 Puissance

Puissance

—> —
Pryss = /// Voadl o
>

Pour un solide

‘@RS—)S = {%—)S} . {7/5/1?}



Theoreme de I’énergie cinétique

dé,
(7;/& > a, = yi-»z + Pint
3.6 Equilibrage d’un solide en rotation autour d’un

axe fixe

Pour qu’un solide en rotation autour d’un axe fixe OZ soit équilibré, il faut:

— Que le centre d’inertie du solide appartienne a son axe de rotation (équilibrage
statique).

— que les produits d’inertie D = /// y.z.dmet F = // x.z.dm soient nuls (équilibrage

dynamique).
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Chapitre 4

Dynamique des systemes mécaniques

Systeme matériel

Ensemble constitué de plusieurs solides ou de fluides que 'on souhaite étudié.
— le systeme n’est pas uniquement constitué de solides indeformables.
— le systeme matériel n’est pas figé dans une méme position.

4.1 Masse d’un syteme matériel :

Masse d’un solide:

Z///Spu-dV ou M(S) =/f5ps.ds ou M(S) :/pl,dL

Principe de la conservation de masse:

. dMs
La masse ne dépend pas du temps: el 0.
vecteur position @
(1) = VaSR
7SR

s m _ [ doflm _ [ 420,

G le centre de gravité de S défini par: fs GPdm="10

Propriétés :

- fs(ﬁg.dm:fs(ﬁ.dm
- [,OP.dm = M.OG
~ fs z,.dm = M.z,
11



Chapitre 5

Moment d’inertie d’un solide

5.1 Définitions

I4(S) = /ﬁ?dm — moment d’inertie polaire.
s
Unité: m*.kg

Ia(S) :/(7Aﬁ)2.dm:fsﬁﬁ2.dm

Remarque:
Io(S) = / 1OP|[2.dm = /(ﬁ + o + 2%).dm
s s
Ip,(S) = /(x2 +2%).dm
S
1
Ir(S) = B ({oz + 1oy + 10.)

Theoreme

Le moment d’inertie par rapport a un axe est la somme des moments d’inertie par rapport
a deux plans perpendiculaires définissant cet axe.

Theoréme

Le moment d’inertie polaire est la demi-somme des moments d’inertie par rapport a trois
plans perpendiculaires passant par le pole.

5.2 Théoreme de Huygiens:

12



Theoréme

Le moment d’inertie par rapport a un axe est égale au moment d’inertie par rapport a
un axe parallele passant par G augmenté du produit de la masse par la distance des deux
axes au carré.

Moment d’inertie par rapport a un axe:

Posons :

On a:

IA(S) :of[Ow(S)+ﬁ210y(5)+72102(S)—?.a.ﬂ./x.y.dm—2.0¢.7./x.z.dm—?ﬂ.v./y.z.dm
s s

S

Opérateur d’inertie d’un solide

On appelle opérateur d’inertie d’un solide S pour un point O 'opérateur qui a tout vecteur
7 fait correspondre le vecteur:

I =/@/\ @ AOP.dm
S
Cet opérateur est linéaire on peut donc lui associer une matrice.

Matrice d’inertie

IOw _Pwy _sz
IO(S) =|-Fy Loy, —P,
_Pzz _Pyz IOZ

Triedre principal d’inertie

On appelle triedre principal d’inertie une triedre dans lequel les produits d’inerties sont
nuls. Dans cette base I est diagonale.

Theoreme de Huygiens généralisé

IoT = I T+ MOGA T AOC

Moment d’inertie par rapport a un axe quelconque:

13



Chapitre 6

Eléments cinétiques d’un systeme
matériel

6.1 Définitions

Torseur cinétique

{Gs/n} = Poin= /// Vps/r-dm

7A,E/R - /7 1@ N VPS/R dm

Torseur dynamique

=
$/R = / FP S/R- .dm

{Ds/r} =
AE/R-/?/@/\FPS/Rdm
A

°ﬂl )

6.2 Relations

Entre résultante cinétique et résultante dynamique:
e
?2/13 = M-VG,E/R
= —
RdE/R = M-FG,E/R

Entre Moment cinétique et dynamique:

—

do > ’
<ﬂ> + Vaz/r NMVes/p = 0 ax/r
R

dt

14



Cas particuliers

— Sile point A est fixe: Vix/% = ﬁ)

do —
( 5};2/%) K= 0 ax/r

- SiA=G:

do
(i) # = T

- Si VA,z/g;//VG,E/ggf:

dt

y —= =
d’ou 5,47)3/@: 5G,E/Q+M-FG,E/%/\Gj

(d?G,E/ﬂ) E@ — ?A /R

Energie cinétique d’un systeme matériel

1 —
TE/‘% = 5/(Vp’g/g)2dm
M

6.3 Cas des solides

Résultante Cinétique
—
Psja = MVo s

Moment cinétique
—
?A,S/Q = jAﬁsR -+ M.VA75/9; N Cﬁ
Energie cinétique du solide

1 [—
TS/R: E/Vp,s/R2.dm
S

—
VG,S/R

1 1
TS/R - §M 2 + §ﬁsReﬂgﬁsR

1
Tsip = 5-{Csmt {¥sr}

15



Chapitre 7

Principe fondamental de la
mécanique

7.1 Enoncé

Il existe au moins un espace temps et une base de temps appelés espace galiléen tels que
pour tout ensemble matériel ¥, tel que le torseur de 3/ soit égal au torseur des efforts
extérieurs appliqué a X.

(D)2} = {T50x}

7.2 Théoremes généraux de la dynamique

Theoreme du centre de gravité

Z ?E/z = M-FG,E/%

Theoréeme du moment dynamique

_)
0 AS /R — ﬁAFf/E

Theoréeme de la puissance

Cas d’un solide

_ dTys
dt

16



Cas de deux solides

n dT ‘ : n n n
Ptot = ;;/‘W = lzzl {Lqewtasz’} : {7/5'1/9} + ZZ {%iﬂsj} : {7/51/&}

i=1 i=1 j>i

17



Chapitre 8

Chaines de solides

8.1 Définitions

Nombre cyclotomique

C’est le nombre de cycles dans un systeme: vy =L — N + 1.

Mobilité m dun mécanisme

C’est le nombre de relations indépendantes qui existent entre les parametres cinématiques
du mécanisme.

Mobilité utile m,,

C’est le nombre de relations indépendantes qui existent entre les parametres cinématiques
d’entrée et de sortie du mécanisme.

Mobilité interne m;

C’est le nombre de relations indépendantes qui existent entre les parametres cinématiques
des piéces internes au mécanisme.

Dégré d’hyperstatisme h

C’est le nombre d’inconnues d’efforts de liaison dont il faudrait imposer la valeur pour
pouvoir calculer les autres.

8.2 Formules de mobilité

Formule issue de la cinématique

h=m+6.y— 1,

avec 7y le nombre de cycles., I le nombre d’inconnues cinématiques.

18



Formule issue de la statique

avec p le nombre de pieces du systéme.

indice de mobilité

19



Deuxieme partie

Automatisme

20



Chapitre 1

Systemes logiques

Theoreme de De Morgan

Bonus

S

+
<
I

Q
()
I
Q
+ gl

o>~ o

at+ab=a+b=b+b.a

21



Chapitre 2

Systemes séquentiels

2.1 Regles d’évolution d’'un GRAFCET

GRAFCET : GRAphe Fonctionnel de Commande Etape/Transition.

1. La situation initiale d'un GRAFCETcaractérise le comportement initial de la par-
tie commande vis-a-vis de la partie opérative, de 1'opérateur et/ou des éléments
extérieurs. Elle correspond aux étapes actives au début du fonctionnement. Elle
traduit généralement un comportement de repos.

2. Une transition est dite validée lorsque toutes les étapes immédiatement précédentes
reliées a cette transition sont actives. Le franchissement d’une transition se produit :

— lorsque la transition est VALIDEE

— ET QUE la récéptivité associée est vraie
Lorsque ces DEUX conditions sont réunies, la transition devient FRANCHISSABLE
et est alors OBLIGATOIREMENT FRANCHIE.

3. Le franchissement d’une transition entraine simultanément I’activation de toutes les
étapes immédiatement suivantes et la désactivation de toutes les étapes immédiatement
précédentes.

4. Plusieurs transitions simultanément franchissables sont simulanément franchies.

5. Si, au cours du fonctionnement, la méme étape est simultanément activée et désactivée,
elle reste active.

2.2 Sorties spéciales

Sortie conditionnelle: ¢
Sorite prenant en compte le temps: t; /e/t, avec t; le temps de retard & la montée et ¢, le
temps de retard a la descente. 1.1.

2.3 Regles spéciales

— Le modele GRAFCETpostule que tous les évenements externes sont pris en compte
des leur occurence et pour toutes leur incidences.

22



Les occurences d’évenements extermes non corrélés sont temporellement distinctes.
La causalité s’effectue a temps nul.
Les temps internes et externes sont discrets

La durée d’évolution (durée séparant I'instant ol une transition est franchissable et
ou elle est fanchie) est aussi petite que nécessaire mais non nulle a ’echelle de temps
interne.

23



Chapitre 3

Systemes linéaires continus et
invariants

3.1 Entrées types

Fonction existence

1sit>0
u(t) _{ 0it <0

Echelon

Echelon simple: e(t) = eq.u(t)
Echelon retardé: e(t) = eq.u(t — 7)
Essai de laché: e(t) = eq.(1 — u(t))

Rampe

La rampe de pente a est notée: e(t) = a.t.u(t)

Impulsion

L’impulsion d’aire A notée Ad(t) est définie par:

A6(t)=0sit#0

+b
/ Ao(t)dt = A aveca >0et b>0

La fonction §(t) est une impulsion de Dirac.

Relation entre les différentes entrées:

On peut considérer qu’une rampe est 'intégrale d’un échelon et qu’une impulsion est la
dérivée d’un échelon.

24



3.2 Transformée de Laplace

Propriétés :
— Linéarité
— Dérivation: Z(f'(t)) = p-Z(f(t)) — f(07)
— Intégration: Z( Ot f(t )dt) (

Theoréme de la valeur initiale et de la valeur finale

lim = lim p.F(p)

t—0 p—o00

lim = limp.F(p)

t—o0 p—0

Theoréme du retard

L(ft—1)ult—71)) =eTTP.L(f(t).u(t))
3.3 Schémas blocs:

Boucle fermée:
S(p) _ Chaine d’action

E(p) 1+ FTBO

3.4 Systeme du premier ordre:

Equation différentielle

ds(t)
T

+5(t) = Kee(t)

avec >0 et K > 0.

Fonction de transfert




Réponses a un échelon

K. K.
Sp) == 1
4 +T.p

s(t) = K.ep.(1 —e77)

Kt
Tangente a 'origine : tan g = — elle coupe 'asymtpote finale en t = 7.
T

Allure de la réponse: pour ¢t = 3.7 : s(t) = 0,95.K
Valeur finale: t — oo = s(t) - K
Erreur de position: e(00) = ey.(1 — K)

Réponse a une rampe

1 7 T2

P p 1+Tp
s(t) = K.a.(t — 7+ 1.e77)

S(p) = K.a.( )

Tangente a 1’origine : horizontale.
Asymptote finale: y = K.a.(t — 7) pour K = 1 elle est parallele & I’entrée retardée de 7.
Erreur: e(oc0) = a.7

Réponse a une impulsion

K.A
S) = 7
+ 7.p
KA .
t = — e
) = ==
Ordonnée & P'origine: s(t = 0) = £4
\ - Ka Ka
Tangente a l'origine: tang = ——— + —
T T

Elle coupe 'axe des absisses en ¢t = 7. Pour t = 7 s(t) = 63%.5(0).

3.5 Systeme du second ordre:

Parameétres fondamentaux

ds(t) d*s(t)

Bo.s(t) + BI.T + BQ. dtQ = Ao.e(t)
K: gain statique
K = Ay
= B,



w, : fréquence propre non amortie

/| Bo
Wn =14/ =
B,
z: facteur d’amortissement (coefficient d’amortissement noté m ou &)

_ B
2.v/By. B,

Forme canonique du systéme

z =

d*s(t) 2.z ds(t) 1
TR 22BN L ) = K.
T + T + 2 s(t) e(t)

n

Fonction de transfert

3.5.1 Réponse a un échelon

Equation caractéristique

K
Y e

(E) :p"+2.2w,.p+w, =0

A =w?(2"-1)
Casz >1
P =—2Ww, —wp V22 —1et pp = —2.w, 2w, V2?2 —1
1
m=——=e —T, = —
D 2
On a alors: ) \ . , .
T T
S(p) =K. (—+ . + : )
p TH—Tl4+7mp T1—T 14+7mp
Et s(t) = K + (T — Ty )
T2 — T
Casz=1

[’équation caractéristique présente une racine double:
1

p=—w,dourT=—=—
P W
s(t) devient alors:
t :
st) =K —-K.(14+—-).e "
T

27



Casz > 1:

L’équation caractéristique présente deux racines complexes conjuguées :
p=(—z.w,) £ (Jw,V1—2?)

d’ou

28



Chapitre 4

Influence du bouclage su les
caractéristiques d’un systeme

4.1 Premier ordre

— FTBO du premier ordre = FTBF du premier ordre.
— Le gain en boucle fermée a chuté.
— La constante de temps du moteur augmente.

4.2 Premier ordre asservi en position

— On obtient un systéme du deuxieme ordre.

29



Chapitre 5

Lieux de transferts

Marge de gain
Gain de réserve pour ¢ = 180° (n’est défini qu’a partir de systémes d’ordre 3).
En général: Mg, ~ 12dB.

Marge de phase

Marge de réserve pour un gain nul:M, = 180° + pg_,.
En général: M, ~ 45°.

30



Chapitre 6

Fonctions de transfert généralisées

Forme Génrale

1+arp
Flp)=K———=
+T.p

Le comportement temporel du premier ordre généralisé peut s’accompagner de dépassements
indiciels si @ > 1. On note aussi un saut a ’apparition de ’entrée.

Le comportement fréquentiel donne une phase positive pour a > 1.

La pulsation correspondant au maximum de la phase et la valeur de ce maximum sont
obtenus par:

1
“m T.\/a
a—1 ) a—1 1+ sin(g,,)
t m) — m) = =
an(¢,,) > ou sin(ep,,) Lr1 M= Sin(o,)

Utilisation

Pour certaines valeurs de w, on peut avoir une phase positive (a > 1), ou négative (a < 1).
On peut donc utilisé ce systeme comme correcteur de phase.

Remarques

— Pour que le correcteur soit efficace, il faut une pulsation précise.
— Pour chaque correcteur, le gain se trouve modifié.

31



Chapitre 7

Précision des sytemes asservis

7.1 Variations de ’entrée

Ecart de position

E(p)
=Fp) —Sp) = ———
er) = E@) - 50) = 75150
Classe 0 | Classe 1 | Classe 2
€o
Echel
chelon T K 0 0
€, : erreur de position
a
Rampe 00 i7a 0
€, : erreur de trainage
a
Parabol —
arabole 00 00 7
€, . erreur d’accélération

7.2 Perturbations

Classe de la FTBO: Fi(p).Fy(p) = a1 + .

Dirac

Toute perturbation sous forme d’un Dirac est évacuée.

Echellon

. Po-K
lim s(t) = — 2o
Jim 5(t) = { I K,.K,

Pour une classe 0, la perturbation a 1’échellon n’est pas effacée, le gain de la FTBO
sera obtenu en minimisant K, et en augmentant K; de maniere a réduire les effets de la
perturbation.
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[y = 1]
lim s(t) =0

t—o0

Si on place un intégrateur avant la perturbation, celle-ci est effacée.

[, = 1]

Jim s() = 2

Si l'intégrateur est placé apres la perturbation, celle-ci n’est pas effacée, par contre on
peut minimiser K, devant K; pour ’atténuer.
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Chapitre 8

Stabilité des systemes asservis

Un systéme asservi bouclé soumis a une impulsion(dirac) est stable s’il revient au repos
apres application de 'impulsion.

Theoréme

Un systéme linéaire continu en boucle fermé n’est stable que si tous les poles de sa fonction
de transfert sont a partie réelle négative.

Theoréme

Un deuxieme ordre est stable si & > 1. Si £ = 0, le systeme est oscillant.

8.1 Critéres de stabilité

Nyquist : critére du revers

Lorsqu’on décrit la courbe représentative de la fonction de transfert dans le plan de Ny-
quist, on laisse le point —1 a gauche.

Marge de Phase

]\4(“7 = 180° =+ Yo
avec @, la phase pour un gain nul.
Marge de retard
o= Me
T wo

avec wy la pulsation pour un gain nul.
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Black ou Bode

On prend la FTBO et on regarde la marge de phase.
Si ¢ > 0, le systéme est stable.

Si ¢ = 0, le systéme oscille.

Si p < 0, le systéme est instable.

8.2 Critére de Routh

S(p) F(p)

E(p) 1+ F(p).R(p)’
On appelle équation caractéristique de H(p) la relation :

Soit H(p) =

1+ F(p).R(p) =0

Sl4+aptap’+...+a,p" =0

Critére de Routh

Pour appliquer le critere de Routh, il faut que les coefficients de I’équation caractéristiques
soient > 0. Sinon le systeme est instable.

an, Ap—2 an4

Up—1 | Qp_3 | Op_s

Ci | G
Cs

avec
Up—1-Qp—2 — Op.Ap_3

C]_:

Ap—1

Ap—1-Qp—g — Qp.Ap_3

02 =
(pn—1
_ Ci.0p3 — 1.0

Cs c,
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